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GIRIS

Hazirda bir sira ali vo orta ixtisas tohsil miiassisalorin
kitabxanalar1 asason rus dilinds vo ya kiril slifbasi ilo yazilmis
dorslik vo dors vosaitlorilo tochiz olunmusdur. Bu odobiy-
yatlarm oksoriyyati uzun illor arzinde yenilosdirilmadiyindon
vo fiziki cohotdon yararsiz hala diisdiiyiindon onlardan istifado
etmok miimkiin deyildir. Bu sababdon do yeni vasaitlara boylik
ehtiyac vardir.

Toqdim olunan ders vasaiti pedaqoji tomayiillii univer-
sitetlorin qeyri-riyaziyyat ixtisaslarinda tadrisi nozerds tutulan
«Ali riyaziyyat» vo «Riyaziyyat» fonnlorini ohats edir. Kitab
ali cobr vo riyazi analiz olmaqla iki hissadon ibarotdir. Bu
hissolorde ¢oxluglar, miinasibotlor, matrislor, determinantlar,
xotti tonliklorin halli tisullar1, funksiyalar, limitlor, kosilmozlik,
diferensial vo inteqral hesabi kimi bdlmoslorinds tolobslorin
zoruri ehtiyaclarmm odonilmasini tomin etmok mogsadi ilo
yazilmigdir.

Dars vasaiti dord fasildon ibaratdir.

I fasilds ¢oxluglar, onlar tizorinds amallor, miinasibat-
lor, matrislor, determinantlar vo onlarmn hesablanmasi tisullari,
xatti bircins va bircins olmayan tonliklorin helli, iki vo g
mahcullu xatti tonliklorin hall qaydalar1 gostorilmisdir.

IT fasilo funksiyanm torifi vo verilms tisullari, osas ele-
mentar funksiyalar vo onlarin arasdirilmasi, funksiyanm limiti,
sonsuz kigik vo sonsuz boylik komiyyatlor, limitlor haqqinda
asas teoremlar va onlarin totbiqi, funksiyanin kosilmazliyi va s.
maosalalor daxil edilmisdir.

III fasil diferensial hesabi adlandirilmisdir. Bu fasildo
toromo anlayist vo onun hondosi monasi, elementar funksiya-
larin toramoalori vo diferensiallama qaydalari, funksiyanin dife-
rensiali, yiiksok tortibli téromalor vo diferensiallar, diferensial-
lanan funksiyalarin xassalori, Teylor diisturuna aid materiallar
verilmisdir.
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IV fosil inteqral hesabi adlandirilmisdir. Bu fasildo ibti-
dai funksiya, geyri-miioyyon inteqral, miisyyon inteqral vo on-
larin xassolori, hesablanmasi iisullari, Nyiiton-Leybnis diisturu,
inteqralm tatbiqlorine hasr edilmisdir.

Hor bir foslin sonunda oxucularin sorbost iglomolori
ticiin ¢aligmalar verilmisdir.



1 FOSIL. ALI COBRIN ELEMENTLORI.
1.1.Coxluqlar va onlar iizorinds amallor

Coxluq dedikds miiayyan osyalar toplusu basa diisiiliir.
Bu ogyalar, yaxud iinsiirlor ¢ox vaxt miioyyon Uimumi
olamatlora gora secilir. Mosalon, kitabda olan varaqlor ¢oxlugu,
hor hansi tonliyin kdklor ¢oxlugu vo i. a. Coxlugun miihiim
cohoti onun elementlordon toskil olunmasidir. ©gor ¢oxlugu
toskil edon iinsiirlor sonlu sayda olarsa, belo ¢oxluq sonlu, oks
halda iso sonsuz ¢oxluq adlanir. iki coxluq yalniz ve yalniz o
zaman barabor hesab olunur ki, onlar eyni iinsiirlordon togkil
olunsunlar.

Coxluglar boyiik latin horflori ils isara edilir. Masalon,
A,B,C,... va 1. a. Coxluqglarm elementlori iso kigik latin horflori
ilo isara olunur. Coxluqlar 6z elementlari ilo birqiymatli tayin
olunur. Sonlu coxluglar bilavasito elementlorin sadalanmasi
yolu ils verils biler. Bu elementlor fiqurlu moétorizs igorisinda
yazilir. Masalon, 4 =1{1,2,3,4} yazilis1 dérd elementdon toskil
olunmus c¢oxlugu gostorir. Bozon sonsuz c¢oxluglart da
elementlorin bir hissesini sadalamaqla vermok miimkiin olur.
Bu 0 zaman miimkiin olur ki, elementlorin diiziiliis siras1 vo ya
digor iisulla ¢oxlugun biitiin elementlori miioyyan oluna bilsin.

Mosalon, natural odadlor ¢oxlugunu N=1{1,2,3,...} soklindo,
tam ododlor ¢oxlugunu iso {..,-2,-1,0,1,2,..} vo vya
7=1{0,£1,£2,43,...} soklindo gostormak olar.
Coxluglarin verilmo iisullarindan biri do onlarin sort
vasitosi ilo verilmasidir. Moasolon,
A={(x,y)/x*+y* =1}
coxlugu miistovi iizorindo koordinatlar1 x*+ y* =1 sortini

0doyen noqtaler c¢oxlugunu, yeni, radiusu vahids, merkazi
koordinat baslangicinda olan ¢evroni gostorir. Umumi halda
sortlo verilon ¢coxluq asagidaki yazilisa malik olur:
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B={xeM/P(x)}
fiqurlu moétarize i¢orisinds saquli xattdon sagda P(x) predikati
yazilmigdir vo B coxlugu biitiin elo xe M elementlorindon
toskil olunmusdur ki, P(x) predikati dogru olsun. Masalon,
{xeR/x*-2x+1=0}
coxlugu ancaq bir elementdon ibaratdir (x=1) ¢iinki, kvadrat
tonliyin ancaq bir kokii vardir.

x elementinin 4 coxlugunun elementi olmasi belo
yazilir: xe€ A. Yuxarida deyilonlora osason, iki 4 vo B
coxluglarinin boraborlik sortini belo yaza bilorik:

A=B < (Vx)(xe A< x € B).

Torif 1. Ogor A coxlugunun hor bir elementi B
coxlugunun da elementi olarsa, onda 4 ¢oxlugu B ¢oxlugunun
alt ¢coxlugu adlanir vo bels yazilir: 4 < B.

Masalon, {1,2,3} © N, burada N biitiin natural adadlor
coxlugunu gostorir.

Taorifs asasan,

Ac B (Vx)(xe A= xeB). (1)
Aydmdir ki,
A=B< Ac BABcC A

Torif 2. Hec bir elementi olmayan ¢oxluq bos ¢oxlug
adlanir vo & kimi isara olunur.

Mosolon, x”>+1=0 tonliyinin hoqiqi kdklor coxlugu
bos coxlugdur: {xeR/x*+1=0}=0 . Torifo osason, bos
coxlugu belo gostars bilorik: & ={x/x & {x}}.

Teorem 1. Bos ¢oxluq istonilon ¢oxlugun alt
coxlugudur vo bos coxluq yeganaodir.

Isban. Ixtiyari A4 goxlugu gétiirok vo x & {x} > xe 4
implikasiyasina baxaq. Bu implikasiyanin sorti yalandir.
Demoli, o dogrudur. Beloliklo, (Vx)(x € & = x € A) miilahi-

~6~



zosi dogrudur. Onda (1)-0 asason < 4. Ogor I vo &' iki

bos coxluq olarsa, yuxarida isbat olunduguna goro

SO AND . Demali, &= . Teorem isbat olundu.
Coxluglar tizerinds birlosma (W), kasisma (M) va farg

(\) omollari tayin olunur.

Torif 3. A vo B ¢oxluqlarinin birlogsmosi, yalniz vo
yalniz bu c¢oxluglardan he¢ olmasa birino daxil olan
elementlordon toskil olunmus ¢oxluga deyilir:

AUB={x/xe AvxeB}.
Mosalon, A4={-2,3,0} vo B={x/x*—2x+1=0}. Onda,
AuB={-2,0,1,3}.

Torif 4. A va B ¢oxluglarinin kasismasi, yalniz ve yalniz

bu coxluglardan hor ikisino daxil olan elementlordon toskil

olunmus coxluga deyilir:
ANB={x/xe AAxeB}.
Mosalon, 4={-2,1,0} vo B={x/x’—2x+1=0}. Onda,
AUB={1}.
Torif 5. A vo B ¢oxluqlarinm forqi, yalniz vo yalniz bu
coxluglardan birincisine daxil olan vo ikinciys ise daxil

olmayan elementlordon toskil olunmus ¢oxluga deyilir:
A\B={x/xe Arx ¢ B}.

Masolon, A4={-2,1,0} vo B={x/x’-2x+1=0}. Onda,
A\B=1{-2,0}. Aydindir ki, A\B#B\A. Dogrudan da,
B\A={1}.

Coxluglar tizorindo omollorin xassolori asagidaki teo-
remlo ifads olunur.

Teorem 2. Ixtiyari A,B,C ¢oxluglar1 iigiin asagidaki
miinasibatlor dogrudur:

AVA=ANA=4

birlagsma vo kesismonin idempotentliyi,
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AUB=BUAANANB=BnNA
birlagmo vo kosismonin kommutativliyi,
(AuvB)uC=4uBuU()
(AmB)mC:Am(BmC)}
birlosmo vo kosismonin assosiativliyi;
AUBNC)=(AuB)N(AUC)
Am(BuC):(AmB)u(AmC)}
birlosmonin kosismoys vo kosigmonin birlosmoys nozoron
distributivliyi;
AV =A\B=A4; AnD=0J.

Isbati. Xassolorin isbat1 eyni sxem iizra aparilir vo buna
gbro do bu xassolordon birinin isbati ilo kifaystlonmok olar.
Birlogsmonin kosismoyo nazoron distributivliyini isbat edok.

Vxe Av(BNC)=>xeAvxeBNnC <

oSxeAv(xeBaxe(O)e(xeAvxeBA(xeAvxel) <
SxeAUBAxe AUC S xe(AUB)N(AUC).

Demoli, AU(BNC)=(AuB)n(4AUC). Digor bondlor do

analoji tisulla isbat olunur.

Birlogsmo vo kosismo omollorinin assosiativliyi istonilon
sayda coxlugun birlomasi vo kosismosini miioyyon etmoyo
imkan verir. (AUB)UC=A4uU(BUC) oldugundan {ig

coxlugun birlogsmasini sadoco 4 U B UC kimi yazmaq olar.
Eyniqayda ilo 4B N C tayin olunur.

Riyazi nozariyyolordo ¢ox vaxt universal ¢oxluq
adlanan U ¢oxlugu gotiiriiliir vo onun alt ¢coxluglarma baxilir.
Masalon, Evklid hondasasinds universal ¢oxluq olaraq miistavi
qabul olunur va onun alt ¢oxluqlar1 — handasi fiqurlar dyranilir.
Tutaq ki, U hor hansi universal ¢oxluqdur vo Ac U onun
ixtiyari  alt ¢oxlugudur. U\A forqi A4 ¢oxlugunun
tamamlayicist adlanir vo A" kimi isars olunur. Tamamlayicinin
asagidaki xassalori vardir:
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1) YVAcU)Y(AuwA =UAANA =D);
2) (VAcU)A"=A);
3) (VA,BcU)YAcB—>B cA);
4) De Morqan ganunlari:
(VA,BcU)(AUB)Y =ANB) A (VA,BcU)(ANB) =4 UB).
Sonuncu diisturlardan birincini isbat edok.
xe(AuUB) ©xeU\(AUB) < xeUArxg AUB &
SxeUn—xeAuB)oxeUnr—(xeAvxeB) <
oSxeUn(wedAr—~xeB)oxeUn(xgArx e B) <
SxeUnxgAA(xeUrxgB)oxeA rxeB <
<xe(d' nB).
Bununla birinci De Morqan qanunlarindan isbat olunur. Digar
xassalari do eyni qayda ilo isbat oluna bilor.

1.2.Binar miinasibatlor

1.Coxluglarin diiz hasili. Tutaq ki, bos olmayan iki 4 vo
B coxluglar1 verilmigdir. a € 4 vo be B elementlori géturok.
Ogor iki elementli {a,b} coxlugunu diizaltsok, aydindir ki,
{a,b} =1{b,a} olacaqdir. Yoni bu c¢oxluglardan gotiiriilmiis
elementlori hansi ardicilligla yazmaqdan asili olmadan {a,b}
coxlugu doyismir. Indi elementlor ciitiinii elo diizoldok ki,
birinci element hamise birinci ¢oxluqdan, yoni 4 ¢oxlugundan,
ikinci element iso B ¢oxlugundan gotiiriilmiis olsun. Bels ciit
nizamli ciit adlanir vo (a,b) kimi isara olunur. Deyilonlordon
aydindir ki, (a,b) # (b,a). Iki (a,b) va (a',b") (a,a' € Anb,b € B)
ciitlori o zaman borabar hesab olunur ki, a=a'Ab=5" olsun:
(a,b)=(a',bY=a=a"'Ab=b". a elementino nizaml ciitiin
birinci, b-ys isa ikinci elementi deyilir.

Torif 1. Birinci elementi 4 ¢coxlugundan, ikinci elemen-
ti iso B ¢oxlugundan gdtiiriilmiis biitlin miimkiin nizaml ciitlor
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coxluguna 4 vo B ¢oxluglarmin diiz hasili deyilir vo bels isaro
olunur: 4x B.

Torifs asason yaza bilorik: AxB={(a,b)/ac AnbeB}.

Masalon, 4={1,2,3} vo B={a,b} ¢oxluglarmin diiz ha-
silini yazaq.

AxB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)} .
Eyni zamanda,
BxA={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)} .

Gorilindiiyli kimi Ax B # Bx A. Demali, diiz hasil kom-
mutativlik xassasino malik deyil. Asanliqla yaqin etmak olar ki,
diiz hasil ti¢lin assosiativlik xassasi do dogru deyil:

Ax(BxC)#(AxB)xC.
Dogrudan da, sol toraf (a,(b,c)) kimi, birinci elementi 4 goxlu-
guna daxil olan ciitlordon, sag torof isa ((a,b),c) kimi, birinci
elementi A x B hasilino daxil olan ciitlordon ibaratdir. Demali,
bu hasiller hagiqaton miixtslifdirlr.

Teorem 1. Ixtiyri A, B, C coxluqlar {i¢iin asagidaki
miinasibotlor 6danir:

) (AUuB)xC=4AxCUBxC(C;
2) (ANB)xC=AxCnNnBxC;
3) (A\B)xC=AxC\BxC;
4) AxDB=DxA=D.

Teoremin isbat1 sorbast is olaraq tolobolors toklif
olunur.

Nizamli ciit anlayiginin {imumilogsmosi n (n>1) ele-
mentli kortej anlayisina gotirilir. Tutaq ki, 4,,4,,..., 4, ¢ox-
luglar1 verilmisdir. i-ci haddi 4, ¢oxlugundan olan (a,,a,,...,.a,)
soklinds sonlu ardicilliq n-elementli kortej adlanir.

(a,,ay,...,a,)=(a],ay,....a. }=>a, =a, Ana,=a, N---Aa,=a,
miinasibati iki kortejin baraborlik sortini miioyyon edir. a, ele-

mentlori kortejin elementlori adlanir.
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Torif 2. i-ci haddi 4, coxlugundan olan biitiin miimkiin
(a,a,,...,a,) soklindo  m-elementli kortejlor ¢oxluguna
A,A4,,..,A coxluglarmin diiz hasili deyilir vo belo isaro
olunur: 4, x A, x -+ x 4,.9gor A = A, =..= A, = A olarsa,
A x A, x--xA = A" yazihs1 da islodilir (o, Dekart qiivvoti
adlanir).

2.Binar miinasibatlar. Binar miinasibat anlayist cabrdo
mithiim rol oynayir. Bir sira cobri strukturlar vo onlarla bagl
olan anlayislar binar miinasibat anlayis1 ilo verilir. Forz edok
ki, iki bos olmayan 4 va B ¢oxluqlar1 verilmisdir.

Torif 3. Ax B diiz hasilinin hor bir ¢ c AxB alt
coxluguna A4 vo B coxluqlarinda verilmis binar miinasibot
deyilir; (x,y)e Ax B olarsa, deyilir ki, x vo y elementlori ¢
miinasibatindadir vo belo yazirlar: x¢ y.

Xiisusi halda ogor A =B olarsa, onda deyilir ki, ¢

miinasiboti 4 ¢oxlugunda verilmisdir.

Mosolon, R haqiqi ododlor ¢oxlugunda < miinasiboti
binar miinasibotdir. Bu miinasibot Rx R diiz hasilindo biitiin
x <y sortini 6doyan (x,y) ciitlorindon ibaratdir.

Tutaq ki, bos olmayan 4 va B coxluglarmda ¢ binar
miinasibati verilmisdir.

Torif 4. A coxlugunun

Domp ={xe A/ (Fy € B)(xpy)}
soklinds toyin olunan alt ¢oxluguna ¢ miinasibatinin tayin
oblasti deyilir; B ¢oxlugunun iso
Imp ={y € B/(3y € A)(xpy)}
soklindas tayin olunan alt ¢oxluguna ¢ miinasibatinin giymatlor

oblasti deyilir.
Tarif 5. Bx A diiz hasilindo
o={(y,x)eBxA/(x,y)e Ax B}
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kimi toyin olunan binar miinasibat ¢ miinasibatinin inversiyasi
(torsi) adlanir.

Masalon, A={1,2,3} vo B={ab,c} ¢oxluglarmda

verilmig

p={(1,0),(1,0),(2,0),(2,¢),(3,0)}
miinasibati ii¢lin

@ ={(a,1),(c,1),(b,2),(c,2),(a,3)}
miinasibati inversiya olacaqdir.

Torif 6. A va B ¢oxluglarinda verilmis ¢ miinasibeti ilo
B va C ¢oxluqlarida verilmis y miinasibatlorinin kompozisiyasi
A va C goxluglarinda

yop=1(x,2)/ Ay € BYxpy A yyz)}
kimi toyin olunan yeni miinasibats deyilir.

Ixtiyari ciitlor ¢oxluguna binar miinasibot kimi baxmaq
olar. Bu zaman miinasibato daxil olan ciitlorin birinci element-
lorindon toskil oulunmus ¢oxluq miinasibotin toyin oblasti,
ikinci elementlorindon toskil olunmus ¢oxluq ise qiymetlor
oblast1 olacaqdir. Masolon,

¢ = {(1> 3)9 (_19 2)9 (29 2)7 (25 _3)3 (Oa O)a (07 2)}
ciitlor coxlugu binar miinasibatdir.
A={1,2,3} vo B={a,b,c} ¢oxluglarmda verilmis
¢ ={(,a),(1,0),(2,0),(2,¢),(3,a)}
miinasibaeti ilo, B vo {0,-2} ¢oxluglarinda verilmis
A=1(a,2),(a,0),(5,0),(b,-2),(c,0),(c,-2)}
miinasibotinin kompozisiyas1 agagidaki miinasibat olacaqdir:
o9 =1(1,-2),(1,0),(1,0),(1,-2),(2,0),(2,-2),(2,0),(2,-2),(3,0),3,2)} =
=1{(1,-2),(1,0),(2,0),(2,-2),(3,0),(3,-2)} .
Yuxarida tokrar olunan ciitlor atilmisdir. Asanliqla gérmok olar
ki, ¢ o y kompozisiyasi toyin olunmamisdir. Demali, kompozi-
siya kommutativlik xassasino malik deyil: yop#@oy.

Umumiyyatlo, tutaq ki, bos olmayan 4 ¢oxlugunda ¢
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binar miinasibati verilmisdir. Bu miinasibat 0 zaman:
a) refleksiv miinasibat adlanir ki, (Vx)(x@x) ;
b) antirefleksiv miinasibat adlanir ki, (Vx)(—x@x) ;
¢) simmetrik miinasibat adlanir ki, (Vx,y)(xpy = yx) ;
¢) antisimmetrik miinasibot adlanir ki,

(VX, )(xpy A ypx = x = y);
d) tranzitiv miinasibat adlanir ki,

(Vx, y,2)(x@y A ypx = x02) ;
e) rabitoli miinasibot adlanir ki, (Vx,y)(x #y = x@y v ypx)
saortlori 6danilsin.

Teorem 2. Binar miinasibotlorin kompozisiyas1 assosia-
tivdir, yoni ixtiyari ii¢ ¢,y,n binar miinasibatlori li¢iin

. ne(yep)=mey)oep.

Isban. Torifo osason, gostormok lazimdiwr ki, ogor
x[no(y op)]y minasibati dogrudursa, yani (x,y)€no(y o)
olarsa, onda (x,y)e(noy)o@ va torsina. Birinci implikasi-
yani, yoni

(,y)ene(yep)=(x,y)e@mey)ee
oldugunu gostormok kifayotdir.
(x,y)ene(yop)= (F2)(x(y c@)znzny) =
= (Fz)3t)(xpt Atyz) Azny) = (Fz)(3At)(xpt A(tyz Azny)) =
= (30)(xpt A(F2)(tyz A zny)) = (A)(xt At oy)y) =
= xey)eply=(x,y)e@ey)eo.
Teorem isbat olundu.
Teorem 3. ixtiyari iki ¢ vo y binar miinasibatlori {igiin
(pey)=7°0.
Binar miinasibot anlayigimnin imumilosmasi z-ar mii-

nasibot anlayisidir. n-ar miinasibat dedikds ixtiyar1 n elementli
kortejlor ¢oxlugu basa diisiiliir. Ogor bu kortejlorin hamisinin
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elementlori eyni bir 4 ¢coxlugundan gotiiriilorss, onda deyilir ki,
n-ar miinasibot 4 ¢oxlugunda verilmigdir.

Tarif 7. Dayisonlori olan nogli climlodo doyigonlorin
yerino onlarm miimkiin qiymatlorini yazdiqda miilahizo
alinarsa, onda bels naqli ciimlo predikat adlanir.

Mosalon, x*+y* =1 ciimlosindo x vo y doyisonlorinin
ixtiyati hoqiqi qiymatlorindo iki hoqiqi adodin borabor olmasini
ifado edon noqli climlo, yoni miilahizo alinir. Demoli, baxilan
cimlo predikatdir. Yoni, yuxaridaki predikat qisa olaraq bels
isaro  olunur:  A(x,y)={x*+y> =1}, yaxud, basqa bir,
B(x)={x<3} vo i. a. Riyaziyyatda isbat olunan bir ¢ox hokmlor
predikatlar vasitasi ilo simvolik gokilds yazila bilor.

Miinasibatlorin verilma iisullarindan biri » yerli, yoni n
doyisonli predikatlardan istifadoye osaslanwr. Tutaq ki,
R(x,,x,,...,x,) predikatinm doyisonlorinin miimkiin qiymatlor

coxlugu, uygun olaraq, 4,,4,,...,4, ¢oxluglaridir.

©={(x,%y,..,%,) R(x,,%,,..,%,)}
ilo 4 x4,x---xA4, diz hasilindo R(x,,x,,...,x,) predikatmnm
dogruluq kortejlori ¢oxlugunu isare edok. Aydindir ki, bu,
A4,4,,...,A, coxluglarinda n-ar miinasibot miioyyon edir. Bu

miinasibat R(x,,x,,...,x,) predikatinin qrafiki adlanir.

1.3.Nizam miinasibati

Torif 1. Bos olmayan 4 coxlugunda verilmis ¢ binar
miinasibati antisimmetrik vo tranzitiv olarsa, onda belo
miinasibot nizam miinasibati adlanir. Bu halda deyilir ki, (4, @)
ciitii nizamlanmis, yaxud nizamli ¢goxluqdur.

Torif 2. A coxlugunda verilmis ¢ nizam miinasibati
refleksiv miinasibot olarsa, onda o, geyri-ciddi nizam miinasi-
boti adlanir; antirefleksiv nizam miinasibati iso ciddi nizam
adlanir.
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Qeyd edok ki, agor ¢ binar miinasibati tranzitiv vo
antirefleksiv olarsa onda o, antisimmetrikdir. Dogrudan da,
tutaq ki, ¢ binar miinasibati tranzitiv vo antirefleksivdir. Onda,
tranzitivliyo goro X@y A ypx = x¢x . Lakin, antirafleksivliyo
osason x@x miinasibati dogru deyil. Buna goro do
xpx = x =y implikasiyas1 sorti yalan oldugu {i¢iin natico
dogrudur. Beloliklo,

XPY A YPX = XPX —> X =Y
vo demoli, ¢ antisimmetrikdir. Deyilonloro va torif 1-o asason
asagidaki teoremin dogrulugunu hokm edas bilarik:

Teorem 1. Antirefleksiv vo tranzitiv miinasibot ciddi
nizam miinasibotidir.

Mosalon, natural adadlor ¢oxlugunda tam boliinma (:)
miinasibati nizam miinasibotidir. Bu nizam refleksiv oldugu
tiglin (¢linki a:a) o, geyri ciddi nizamdir.

Hoqiqi odadler ¢oxlugunda x < y miinasibati ciddi
nizam miinasibotidir.

Torif 3. Tutaq ki, (4,¢) nizamh c¢oxlugdur. Ogor ¢
rabitoli miinasibot olarsa, onda belo nizam xatti nizam, (A4, ) 159
xatti nizaml ¢oxlug adlanir.

Tutaq ki, ¢ xotti nizamdir. Onda ogor xpy A ypx
dogru olarsa, tranzitivliya osason x@x dogru olar. Demali,
ogor ¢ ciddi nizam olarsa, onda x@y A ypx miilahizosi
yalandir. Beloliklo, ciddi xotti nizam verilmis c¢oxluqda
trixotomiya ganunu deyilon miinasibot 6donir:

(Vx,y € A)(x =y Vv x@y Vv ypx)
va {li¢ miinasibatdon heg¢ bir ciitii eyni zamanda 6donmir. ©gor
(4, ) xatti nizaml ¢oxluq deyilsa, onda o, hissa-hisso nizamli
coxluq adlanir.
Masolon, x@y <> x <y kimi toyin olunan miinasibot
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R hoqiqi adadlor ¢oxlugunda ciddi xatti nizamdir. Ixtiyari iki x
va y hoqiqi adadloari {igiin asagidaki {i¢ miinasibotdon ancaq biri
odonir: x=y,x>y,x<y.
Torif 4. Tutaq ki, (4,¢) nizamh c¢oxluqdur. ae€ 4
elementi o zaman an kicik element adlanir ki,
(Vx € A)(a # x = apx).

Hor bir xotti nizamli ¢oxlugda on kigik element birdon
cox ola bilmoz. N natural adodlor c¢oxlugunun her bir alt
coxlugunda on kigik element vardir. Lakin (0,1) araliginda “<”
ciddi nizamina gors on kicik element yoxdur.

Torif 5. ©gar xatti nizamli (4, ¢) coxlugunun har bir bos
olmayan alt ¢goxlugunda on kicik element varsa, onda belo ¢ox-
luq tamam nizaml ¢oxlug adlanir.

Yuxarida deyilonlors asason, N natural adadlor goxlugu
tamam nizamli ¢oxluqdur, lakin haqiqi adadler ¢oxlugu tamam
nizaml deyil.

1.4.Matris anlayis1

Tutaq ki, m vo n natural adadlordir, m - n sayda adoddon
diizbucaqli soklinds diizoldilmis m sayda sotri vo n sayda sii-
tunu olan codvoalo (m x n) — 6l¢iilii matris deyilir. Matrisi

a, 4, .. q,
ay, Ay ... a4,

(1)
aml amZ amn

soklinds yazirlar. Bozon qisa olmagq tiglin matrisi boyilik horfls

4,B,C. X, Y, ..)voyaa; (i=l,m,j= 171) soklinda isara
edirlor.

Matrisi togkil edon a;; adadlorina onun elementlori deyilir.
Matrisin elementlori ikiqat indekss malikdir. Bu indekslordon
asagisinda birincisi () homin elementin yerlosdiyi sotrin
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ndmrosini, ikincisi (/) is9 onun yerlogdiyi slitunun nomrasini
gostarir. a; elementi i nomrali sotrlo j nomrali siitunun
kasismasinda yerlosir.

(mxn) — oOlgiilii (1) matrisinin sotir vo siitunlarinin say1
barabor oldugda (m = n) ona kvadrat matris deyilir. Bu halda »

odadins kvadrat matrisin tortibi deyilir. Masalon, A=[3 SJ-iki-

7 8
0 1 -3
tortibli matris,g—| 2 _4 7 |-Ugtortibli matris.
0 3 4

Eyni olgiilii vo biitiin uygun elementlori borabar olan
matrisloro barabar matrislor deyilir.

Bir elementdon ibarot olan matriso birtortibli matris
deyilir. Ancaq bir sotri olan matrise satir-matris

A=(21789),
ancaq bir siitunu olan matrisa isa stitun-matris deyilir
1
-2
B= .
0
4
n tortibli
all a12 aln
A — a21 a22 a2n
()
anl an2 ann

kvadrat matrisinin yuxar1 sol kiinciinds yerloson 4;; elementi
ilo asag1 sag kiinciindoki a,, elementini birlosdiron diiz xott

boyu iizra yerloson 4,,,dy,...,a,, elementlori ¢oxlugu homin
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matrisin bas diagonali adlanir. Yalniz bas diaqonal elementlori
sifirdan forqli olan kvadrat matriss diagonal matris deyilir. Bas
diaqonal elementlori vahido barabar olan diaqonal matris vahid
matris adlanir:

E:

(=
S = O
— o O

Biitiin elementlori sifra barabar olan kvadrat matrisa
sifir matris deyilir vo O ilo isars olunur. Masalon,
0 00

o=|0 0 0
0 0O
1.5.Matrislor iizorinds amallar va onlarin xassalari

1. Matrislarin comi. Eyni (mxn)-0lgilii 4=(a;) vo
B=(b;) (i=1,m;j =1,n) matrislorinin comi homin 6lgiilii vo
hadlori

¢,=a,+b, (i=l,m;j=1n) (1)

kimi toyin olunan C=(c;) matrisina deyilir vo C=A4+B ilo
isaro olunur.

Torifdon aydindir ki, matrislorin toplanmasi1 yerdoyigsmo
vo qruplasdirma xassolorino malikdir, yoni eynidl¢iilii 4, B vo
C matrislori ligiin

A+B=B+A4,
A+(B+C)=(A+B)+C
miinasibatlori dogrudur. Eynidl¢iilii 4 matrisi vo O sifir matrisi
ticlin homiso 4 + O=A4 miinasibati dogrudur.

2. Matrislorin forgi. Eynidlgiili 4 vo B matrislorinin
forqi homin oOlgilii elo C matrisino deyilir ki, onu B ilo
topladiqda A-ya borabor olsun: A=C+B. 4 vo B matrislorinin
forqini A-B=C (c¢; = a; — byj) ilo isara edirlor. Aydmdir ki,
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homigo 4-4=0.
3. Matrisin adada vurulmast. Verilmis A=(a;) (i=1,m;

'—ﬁ) matrisinin haqiqi A adodins hasili hadleri b; = Aa;
(i=1m; Jj= Ln ,n) kimi toyin olunan B=(Aa;;) matrisina deyilir

va B=A14 ilo isars olunur. Aydindir ki, ixtiyari 4, B matrislori
vo A, podadlori tiglin
(Au)A=A (ud), A(A+B)=AA+AB,
(A+p)A=AA4+uA
xassolori dogrudur.

4. Matrisin transponira olunmasi. Verilmis A matrisinin bii-
tlin uygun sotir va siitunlarmin yerinin doyigdirilmosina (ndmrasi
saxlanmaqla) homin matrisin ¢evrilmasi vo ya transponira edilmo-
si deyilir vo 4™ ilo isaro olunur. Mosalen,

" 1 3 *
1 _2 O B 2 4 , 0 2 _ 0 _4 .
3 4 7 | -4 5 2 5
0 7
Aydindir ki, (4")"=4. A=4" olduqda 4 matrisino

simmetrik matris deyilir. (2) matrisinin simmetrik olmasi sortini
a,=a, (i,j=1n) kimi yazmaq olar. 4 =-qa, olduqda A4

matrising ¢apsimmetrik matris deyilir.

5. Iki matrisin hasili. (mxn) olgiili A=(ay) (i=1,m;
j=1,n) matrisinin (nxk) 8lgili B=(b,) (i=1n;j=1k)
matrising hasili hadlori

C _allbl/ +ale2/ +- +a1nbn/ _Zalp pJ (l:l,m,]:l,k

N

kimi toyin olunan (mxp) olgulu C=(cy) (i= Lm; j= 1,k)
matrising iki matrisin hasili deyilir vo C=4 B 1ils isara olunur.

Torifdon aydindir ki, ixtiyari 6l¢iilii iki matrisi vurmaq
olmaz.
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A matrisini 0 zaman B matrisino vurmaq olar ki, 4-nin
stitunlarinin say1 B-nin sotirlorinin sayma barabar olsun.
Xiisusti halda

( a,, 4ap j( b, b, j _ (anbn +apby,  a,b, +aby, j
ay Ay by by ayby +ayb,  ayb, +ayb, )
Qeyd edok ki, eynidlgiilit A vo B kvadrat matrislorinin
hasili iiclin yerdoyigsmo xassosi dogru deyil: 4B#BA. Lakin
istonilon A4 kvadrat matrisi ilo eynitortibli olan £ vahid vo O
sifir matrislorinin hasili U¢lin yerdoyismo xassosi homigo
dogrudur
EA=AF=A,
OA=A0=0.
Matrislorin hasilinin bir sira bagqa xassolori do vardur.
Masalan, ixtiyari 4, B, C matrislori va haqiqi A adadi tiglin
(AA)B = A(AB) = A(AB),
(A+B)C=AC+BC,
C(A+B)=CA+CB,
A(BC)=(4B)C,
barabarliklori dogrudur.

1.6.Determinant anlayisi.
Determinantin Jsas xassalori

ovvalca ikitartibli

a a
A= 11 12} 1
[aZI ay ( )

matrisine baxaq. Bu matrisin elementlorindon diizoldilmis
a,,a,, —a,a,, torqino (1) matrisinin determinant: (vo ya sadoco
olaraq ikitortibli determinant) deyilir vo

all a12

detAzAAz\A‘ = =a,a,, —a,a, (2)

ay Ay

kimi isara olunur. Ugtortibli
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A=|a, ay, ay 3)
a; 4y A4y
matrisinin elementlorindon diizoldilmis
all a12 a13
a21 a22 a23 = a11a22a33 + a12a23a3l +a2la32al3 -
a31 a32 a33
Ty Ay T Ay 0y, 053 — A3 dydy, 4)
ifadosing tigtartibli determinant deyilir. (4) ifadesino determi-
nantin ag¢ilist da deyilir.
Matris kimi determinantlar da sotir vo siitunlardan
ibaratdir. 7 tortibli determinantin hor hansi elementinin yer-
losdiyi satir va siitunu sildikden sonra yerde qalan elementlor

n—1 tortibli bir determinant omolo gotirir. Bu determinanta
homin elementin minoru deyilir. a; elementinin minorunu M,

. . . . i+ .. .
ilo isars edirlor. M;; minorunun (-1) "/ vurugu ilo hasilina a;
elementinin cabri tamamlayicist deyilir vo
(TN
4, =DM,
kimi isars olunur.
1°. Determinantm biitiin uygun sotir vo siitunlarinin
yerini doyisdikdo onun qiymoti doyismir:
a, dyp 4| |4y 4y Gy
A=la, ay, ay|=|a, a, a,
a; 4y 4y |43 Gy Ay
2°. Determinantin iki sotrinin (v ya siitununun) bir-biri ilo
yerini doyisdikdo determinantin isarasi doyisor:

a, 4p 4y a, 4, 4a;
Ay Gy dp|=— |dy 4y Ay
a3 43 Ay Ay Ay Ay



3. Iki sotri (siitunu) eyni olan determinant sifra borabordir.
a4 4
ay Ay G| =a,0,y0; Ta4,030; T a;,03,0);
4y 4y a4y
—Qy301,05; — 4y, 8,053 — 3030y, = 0.
4°. Determinantin hor hansi bir sotrinin (siitununun) bii-
tiin elementlori sifir oldugda determinant sifra borabar olar.
5°. Determinantin hor hans1 bir setir (siitun) elementlori-

nin ortaq vurugu olarsa, onda homin vurugu determinantin
xaricing ¢ixarmaq olar.

all a12 a13 all a12 a13
kay kay kay|=kla, ay, a;
a31 a32 a33 a3 1 a32 a33
6". Determinantin iki sotri (siitunu) miitenasib olarsa, on-
da determinant sifra baraboar olar.

25 10 45 529
10 4 18|=5-2|5 2 9(=0"
7 2 0 7 2 0

7°. Determinantn her hansi bir sotrinin (siitununun)
biitiin elementlori iki adadin comi kimi verildikds, homin
determinant iki determinantin comind borabar olar, bu
determinantlarin birindo homin sotir elementlori olaraq birinci
toplananlar, o birinde iso homin sotir elementlori olaraq ikinci
toplananlar gotiirtiliir:
! ! ! ! ! !
ayta, apta, aztas |4, a4, dz| |4, 4, d;
ay ay Qyy | = Ay Gy Gy TGy Gy Ay,
as as; asy a3 Gy Gyg| |Gy Ay Ay
(Stitunlar {igiin do analojidir)
8°. Determinantin hor hansi satrinin (siitununun) biitiin ele-
mentlorini bir adods vurub onun basqga bir satrinin (siitununun)
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uygun elementlori izaring alave etsok, determinant doyismir:

a, 4, 4y a, tkay, a,+ka, a;+ka,
ay Ay ayl-(k)= ay, Ay ay
ay 4z A as as, Qs

9°. Determinantin bir sotir (siitunu) diger satirlerin (siitun-
larin) xatti kombinasiyasindan ibaratdirse, bu determinant sifra
barabordir.

Determinantin 7 sotrina gore ayriligi

b,b,,...b, (i=1n),
Jj siitununa gora ayrilis1 isa

A=a 4+, Ay ook @y Ay =D a Ay (j=17)
i=1

olar.

1.7.Tars matris vo onun tapilmasi

Tutaq ki, 4 hor hansi tortibli kvadrat matris vo £ homin
tortibli vahid matrisdir. Bu halda

A'A=44"=E (1)
boraborliyini doyen A4~' matrising 4 matrisinin torsi deyilir.
(1) boraborliyi gostorir ki, 4" matrisi 4 matrisinin torsidirso,
onda 4 matrisi do 4~' matrisinin torsidir:

(47" =4, ()
yoni 4 vo A™' matrislori qarsihiql tors matrislordir. 4 matri-
sinin yalniz va yalniz bir tors matrisi ola biler. Verilmis 4 mat-

risinin A~' tors matrisinin olmast {igiin onun A determinantinin
sifirdan forqli olmast zoruri vo kafi sortdir. Demali, determi-
nant1 sifirdan forqli (A#0) olan ixtiyari
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a, a a
A — 21 22 2n
3)
anl an2 e ann
kvadrat matrisinin yegana tors matrisi var:
All AZI Aln
4! :l 4, A, - 4,
N @)
Aln A2n e Ann

burada A4;; — A matrisin a;; elementinin cobri tamamlayicisidir.
Qeyd edok ki, (4) diisturunda 4 matrisinin hor bir sotir
elementlorinin cobri tamamlayicilart homin nomrali siituna
yazilmigdir, yani, sotr elementlorinin cobri tamamlayicilar1 ilo
siitun elementlorinin cabri tamamlayicilar1 transponira edil-
misdir.

1.8.Xotti tanliklor sistemi.Xatti tanliklor sisteminin
matris $oklinds yazilmasi
a,x, +a,x,+---+a,x, =b,

ay X, +apnX, +--+a, x, =b,,

(1

amlxl +am2x2 +-ta,,Xx :bm

soklindo olan sistem n mochullu m xatti tonliklor sistemi
adlanir, burada a;; , b; (i=1,m; j=1,n)-9dadlordir. Tanliklorin
sag toroflorindoki b,,b,,...,b,, oadadlorinin hamisi sifra borabor
olarsa, onda homin sistemo bircins xatti tonliklor sistemi deyilir.
b,,b,,...,b, adadlorinin heg olmasa biri sifirdan farqli olduqda

(1) sistemins bircins olmayan xatti tonliklor sistemi deyilir. Sis-
temo daxil olan tonliklorin hor birini 6doyon
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X, =C,Xy =CyppirX, =C,
qiymatlor ¢oxluguna homin sistemin holli deyilir.

Verilmis sistemin holli ola da bilor, olmaya da bilor;
sistemin holli varsa, ona uyusan vo ya birgo sistem, oks halda
10 uyusmayan vo ya birgo olmayan sistem deyilir. Tonliklor
sistemi uyusan olduqda onun bir vo ya birdon ¢ox holli ola
biler.

(1) xotti tonliklor sistemini matris tonliyi soklinds yaz-
maq olar.

Machullarin omsallarindan diizelmis matrisi 4, sag
torofdoki molum ododlordon diizolmis siitun-matrisi B, axtarilan
maochullardan diizolmis siitun-matrisi iso X ilo isaro edok:

all a12 a13 xl bl
ay Ay Ay Xy b,
A= X =", B=] ]|
(2)
aml amZ t amn xn bn

A matrisin siitunlarinin say1 X matrisinin satirlorinin
sayina barabar olduqdan, AX hasilini tapa bilorik

a,x, +a,x, +---+a,x,
a, X, +a,x, +---+a,Xx,

.............................. ' 3)

a,x t+a, ,x, +---+a, X

mn-"n

AX =

(1) tonliklor sisteminin sag torofi B siitun-matrisin
elementloridir vo buna goére do matrislorin barabaerliyi sorting
osason

AX =B 4)
yazmagq olar. (4) tonliyino matris-tonlik deyilir.

1.9.Xatti tanliklor sisteminin Kramer tisulu ilo holli
Tutaq ki, xotti tonliklor sistemi (yoni » machullu »
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tonlik) verilmisdir
a,x,+a,x,+-+a,x, =b,

)X, +apX, +-+a, x, =b,,

(1)
a,x, +a,x,+--+a, x =b.
Bu sistemin determinanti sifirdan forqlidir:
4, ap a;;
ay A4y ay;
A = ! * 0. (2)
anl an2 e ann

Tutaq ki, x,X,,...,X, (1) sisteminin hor hans1 bir hollidir. Onda
(1) boraberliklorini uygun olaraq sistemin A determinantinin

hor hans1 siitunun (j =1,) elementlorinin Al_/,AQ_,,---,A cabri

nj
tamamlayicilarina vurub vo sonra alman borabarliklori toplasaq
alariq:

n
in(aliAl_/ tayd,, +-+a

i=1

A,;)=bA;+bA,; +-+b,A

ni*nj n*nj *

Burada i siitun elementlorinin j siitunun elementlorinin
uygun cobri tamamlayicilarina hasillorinin comi = j olanda

sifra vo i=j olanda determinanta barabar olmasini nozare alsaq
son borabarlikdon alariq

xA=bA;+bA4,;++bA,. 3)
Sistemin determmantmdan j sttununu by,b,,...,b, sabit

hadlor siitunu ilo avoz etmoklo (A-nin biitiin bagqa siitunlarini
saxlamagq sarti ilo) alinan determinanti A; ilo isars edok.

Qeyd edok ki, (3)-lin sag torofdo elo homin A,
determinantina barabar olur, bu boraborlik asagidaki sokildodir:
A=A, (j=1n). 4)
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Sistemin A determinant1 sifirdan forqli oldugundan (4)
barabarliklori agagidaki nisbatlors ekvivalentdir

=" (=T 5)

Beloliklo, sistemin (2) determinant1 sifirdan forqli oldu-
gundan (1) sisteminin X;,X,,...,X, hollori birqiymatli olaraq (5)
diisturlar1 vasitosilo toyin edilir. Bu diisturlar Kramer' diistur-
larr adlanirlar.

1.10.Xatti toanliklor sisteminin matris iisulu ilo halli

Tutaq ki, » machullu n xatti tonliklor sistemi verilmigdir

a,x,+a,x,+---+a,x, =b,

Ay X, +apnX, +--+a, x, =b,,

(1)
a,x, +a,x,+-+a, x =b
vo mochullarin omsallarindan diizolmis osas matrisin
a, ap a;
A= ay Ay ay
()
anl an2 ann

determinant1 sifirdan forqlidir.
(1) sistemini ona ekvivalent olan matris tonliyi ilo ovoz
edok
AX = B, 3)

! Qabriel Kramer (31.07.1704-04.01.1752) — isvegro riyaziyyatgisi.
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burada A — sistemin asas matrisi, X vo B 1o slitun-matrislordir

X b,
X = Xy B= b,
xn bn

A matrisinin A determinanti sifirdan forqli oldugu iiclin

onun A tors matrisi var. Tutaq ki, (1) sistemin holli var, yoni
(3) matris tonliyini eyniliya ¢eviron X siitunu vardir. Bu halda

(3) tonliyinin hor iki torofini soldan A~ matrisine vursaq,
alariq

A (AX)=A"'B. (4)

Buradan {i¢ matrisin hasilinin xassosini vo 4" 4A=E

(burada E vahid matrisidir) oldugunu nazars alsaq onda
A (AX)=(A"AHX =EX = X.

Noticado, (4) diisurundan alariq ki,

X=4"B. (5)

Beloliklo, isbat etdik ki, (3) matris tonliyinin holli varsa,
onda o (5) miinasibati ilo birqiymatli toyin edilir.

Asanliqla yoxlamaq olar ki, (5) miinasibati ilo toyin
edilon X siitunu dogrudan da (3) matris tonliyinin hallidir, yoni
bu tonliyi eyniliysa ¢evirir. Dogrudan da, ogor X matrisi (5)
miinasibati ilo toyin edilorss, onda

AX = A(A'B)= AA"'B=EB =B.
Demoli, agor 4 matrisinin determinant1 sifirdan forqli olarsa,
onda (5) miinasibati ilo toyin edilon (3) matris tonliyinin yegana
hoalli vardir.

1.11.Elementar ¢evirmalor. Elementar matrislor

Xotti tonliklor sistemi movzusu olduqca genis mdévzu-
dur. Onun elementlori holo orta moktobdon tadris olunmaga
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baslayir. On sado xotti tonliklor sistemi

ax+by=c

{a S X+b,y=c,
soklindo olan sistemdir. Burada a,,b,,c,,a,,b,,c, maolum odod-
lor, x vo y iso doyigonlordir. Aydindir ki, hanst tenliyin birinci
vo hansinin ikinci yazmagin shomiyyeti yoxdur. Ona gors do
a1#0 gobul edo bilorik. Orta moktobdo belo sistemlorin holli

ticiin toklif olunan tisullardan biri, cobri toplama iisulu adlanan
tsuldur. Bu tsul asagidaki kimidir. Birinci tonliyin hor iki
torafini —a,a," ododins vuraq:

—a,x—bha,a]'y =—ca,a;’
alinan tonliyi ikinci tenliklo toplayib, hor torofi yenidon a;-9
vursaq v ogor b,a, —b,a, # 0 olarsa, alariq:

(b,a, —ba,)y =c,a, —ca,
Vo ya

_ 64, — 64,
b,a, —ba, '

Alman qiymati birinci tonlikds yerinae yazmagqla x-i do
tapmaq olar. Bu {isul yuxaridak: sistemi tamamilo aragdirmaga
imkan verir.

Bir swra praktik masalalorlo slagadar daha miirokkob
xotti tonliklor sistemi meydana ¢ixir. Belo sistemlordo doyison-
lorin va tonliklarin say1 miixtalif va boyiik adadler ola biler.

Umumi sakilds # dayisoni olan m sayda tonlikdan ibarat
olan xatti tonliklor sistemi asagidak: sokilds yazilir:

a,x, +a,x, +---+a,x, =b,
Ay X, +ayX, +--+a, x, =b

. 2.’ (1)

a,x,+a, x,+-+a, x =b

mn--n m

burada x,,x,,...,x, doyisonlordir. a; adadlori ikiqat indeklonmis
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hoqiqi adadlordir. Birinci indeks tonliyin ndmrasini, ikinci in-
deks iso doyisonin ndmrasini gostarir. Birinci indeks i=1,2,...,m
qiymatlorini, ikinci indeks iso j=1,2,...,n qiymatlorini ala biler.
Masalon, a»3 simvolu ikinci tonlikde 3-cili doyisenin yani x3-iin
omsalmi gostorir. Boraborliklorin sag toroflorindaki by,by,...,b,,
odadlori hoaqiqi adadlor olub, sorbost hadlor adlanir. ©gor hor
hans1 dayisenin biitlin tonliklorde amsal1 sifir olarsa, onda belos
doyisonin xatti tonliklor sistemino daxil olmadigmi da qabul
etmok olar. Buna goro do (1) sistemino baxarkon biz hesab edo
bilorik ki, hor bir doyisonin he¢ olmasa bir omsali sifirdan
forqlidir. Masalon, dérd mochulu olan {i¢ xatti tonlikdon ibarot
asagidaki sistemi

-x,+0-x, —x; +2x, =1,

2x, +0x, +3x; —x, =0,

3x, +0-x, = 3x; +4x, =3,

biz, x; doyisonini atib, doyiganlori yenidon ndmralomaklo
M=y, +2y =1
2y +3y,-y;=0 (2)
3p =3y, +4y, =3
soklinds yaza bilorik.
(1) imumi xatti tonliklor sistemino qayidag.
Torif 1. (x],x),..,x))eR" vektoru (1) sisteminin hor
bir tonliyini dogru baoraberliys ¢evirirso, onda belo vektora (1)
sisteminin halli deyilir.
Sistemin biitlin hallori onun hallor ¢oxlugunu omolo
gotirir. Masalan, (-2,1,0) iicliyi
X, +3x, +2x; =1,
—x, +x,+2x, =3
2x, —x, =3x, =5

sisteminin hallidir, ¢linki
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-243-1+0=1

+2+1+0=3

-4-1-0=-5
barabarliklori dogrudur.

Torif 2. Ogar (1) xatti tanliklor sisteminda biitiin sorbast
hodlor sifra borabor olarsa, onda belo sistem bircins xatti
tonliklor sistemi adlanir. Bircins olmayan sistem geyri-bircins
sistem adlanir. Qeyri-bircins (1) sistemindo sorbost hadlorin
sifirla ovoz olunmasi noticosindo alinan sistem (1)-o uygun
bircins xatti tonliklor sistemi deyilir.

Torif 3. Hollor ¢oxlugu bos olmayan sistem wuyusan
sistem (vo ya birga sistem), holli olmayan sistem iso wuyus-
mayan sistem adlanir.

Xotti tonliklor sistemini Oyronorkon iki osas masals
qarsiya c¢ixir. No zaman hokm etmok olar ki, (1) sistemi uyu-
sandir vo ogor (1) uyusan sistem olarsa, onun hollori neco tapila
bilor?

(1) sistemi ilo birlikde basqa xotti tonliklor sistemi gotii-
rok vo tutaq ki, onunla m sayda tonliyi vo n sayda mochulu
vardir:

aj\X, +apx, +-+ay,x, = b,
Ay X, + apX, ++--+ay,x, = by,

3)

Ay Xy + @y X, +oo-+ @, X, =D,

Toarif 4. Ogor (1) vo (3) sistemlorinin hollor ¢oxluqglari
eyni olarsa, belo sistemlora eynigiiclii sistemlor deyilir vo
(1)~(3) yazilir. ©gor (1) sisteminin hor bir halli (3) sisteminin
do holli olarsa, onda (3) sistemi (1) sisteminin naticosi adlanir.

Qeyd edak ki, biitiin xotti tonliklor sistemlori ¢oxlugun-
da (yoni m mochullu vo n doyisonli sistemlor ¢coxlugnda) eyni-
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giicliilik miinasibati ekvivalentlik miinasibatidir. Yoni ogor
(a),(b),(c) ixtiyari sistemlordirss vo (a),(b),(c) sistemlori iiglin
(a)~(a); ogor (a)~(b) olarsa, onda (b)~(a); ogor (a)~(b) vo
(b)~(c) 1s9, onda (a)~(c).

Ogor (3) tonliyindo i-ci yerds (1) tonliyinin k-c1 (k=i),
(3) tonliyindo k-c1 yerdo iso (1) tonliyinin i-ci tonliyi dayan-
magqla, qalan tonliklor iso doyismoz qalarsa, onda deyacayik ki,
(3) tonliyi (1)-don I név elementar ¢evirma ilo, yoni i vo k
nomrali tonliklorin yerdoyismasi ilo almmusdir.

Forz edok ki, (3) sisteminin biitiin tonliklori, i-cidon
basqa, (1) sisteminds oldugu kimidir va i-ci tonlik

(a;, +ca;)x, +(a,, +ca;,)x, +...+(a, +ca, )x, =b, +cb,

soklindo is9, onda deyacoyik ki, (3) sistemi (1) sistemindon /7
nov elementar g¢evirma ilo almmigdir. Aydindir ki, II nov
elementar ¢evirmo zamani (1) sisteminin k-c1 tonliyi doyismo-
don hor hansi ¢ adadine vurularaq i-ci tonliys hadbohad slavo
olunur.

Qeyd edok ki, ixtiyari iki uyusmayan sistem eynigiiclii-
diir.

1.12.Xotti tonliklor sisteminin hoalli ii¢iin Qauss iisulu
Torif 1. Ogor

a,x,+a,x,+---+a,x, =b,

%m+%ﬁﬂmﬁﬂhn:%’

(1

m

a,x +a,,x,+--+a, x =b

sisteminin yegano holli varsa, ona miiayyan sistem deyilir. Oks
halda sistem geyri-miiayyan sistem adlanir.
Moasalon,
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X, —x,=3

X, +x,=5
sistemi miioyyon sistemdir, ¢iinki onun yegano holli vardir:
x, =4,x, =1. Lakin yuxarida baxdigimiz (2) sistemi qeyri-
miloyyan sistemdir, ¢linki onun digar hollori do vardir. Mase-
lon, x;=-1, x,=0, x3=1.

(1) xotti tonliklor sisteminin aragdirilmasi li¢iin miixtalif
tisullar movcuddur. Bels iisullardan on sadesi dayisonlorin ar-
dicil yox edilmesi tisulu vo ya Qauss’ usulu adlanir. Bu tisulun
kokleri riyaziyyat tarixinin ¢ox qodim dovrlorina gedir. Bels ki,
miollifi molum olmayan «Riyazi incosonat hagda doqquz
kitaby adli eserdo qodim Cin riyaziyyatgilar1 xatti tonliklor
sistemini mohz bu tisulla hall edirdilor. B.e.a. 206-b.e. 220-ci
illorinds yazildig1 gliman edilir vo bu gostorir ki, bu {isulun
tarixi daha qodimdir.

(1) sistemins qayidaq vo forz edok ki, x;-in amsal sifir
deyil. Oks halda biz I név ¢evirmo vasitasi ilo elo sistem ala
bilorik ki, x;-in omsali sifir olmasin. Bu miimkiindiir, ¢ilinki
yuxarida geyd olundugu kimi, x;-in omsallarindan he¢ olmasa
biri sifir deyil.

Asagidaki kimi m-1 sayda iki ndv elementar ¢evirmo

a4y,

yerind yetirok. 1-ci tonliyin hor iki torofini —=2L-3 vuraraq,

a,
ikinci tonliys alave edak. Sonra iso 1-ci tonliyin hor iki torafini

— %1 _5 vuraragq, iiciincii tonliyo olave edok vo i.a. i-ci addimda
ap,

. . o . a . .
1-ci tonliyin hor iki torafini ——2 -5 vuraraq, m-ci tonliya olava
4 a
11

edok (i=1,...,m-1). Naticodo asagidaki sistemi alariq:

? Karl Fridrix Qauss (30.04.1777-23.02.1855) — Alman, riyaziyyatcisi.
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' ' ' A
a, x, +a,x,+..+a/, x, =b,

' ' A
asX, +..+ay, x, =b,

)

' ' A
a X, +..+a, x =b .

mn-n

Ola bilor ki, o/, omsallarindan hamis1 s>1 olduqda sifra

barabar olsun. Onda birinci tonliyi nazerdon ataraq, biitiin belo
omsallar1 doyisenlorlo birlikde atmaq olar. Naticads belo bir
tonliklor sistemi alinir:

a;x, +--+a x +..+a, x, =b,

' ' gt
a, x, +..+a,x, =b,

3)

a, X, +..+a x =b .

Birinci tonliye toxunmadan yuxarida yerino yetirilon omaliy-
yatlar1 sistemin qalan tonliklorina totbiq edok. Onda bir nego
addimdan sonra (on ¢oxu m sayda addimdan sonra) sistemin
tonliklorinin sol toraflorindo biitiin » sayda tonlikdon bagqa
qalanlarinin omsallar1 sifra ¢evrilocokdir vo biz asagidaki sis-
temi alacagiq:

QX+ X, o Ty X, o a, X, = b,

|
Ay X, ++ayx, +o0+a,,x, =b,,

a,x, +-+a,x =b_,

rn n 7}” (4)
Ozerrl’
0=b

~34 ~



Asanligla gormok olar ki, 1<r<m,r<n vo I<s<k<n. (4)

sistemi (1) sistemi ilo eynigiicliidiir. (4) sistemino nozor salsaq
gorarik ki, tonliklorin ndmrasi artdiqca dayisenlorin say1 azalir.
Hor bir tonliyin ilk emsali sifirdan forqlidir vo sonrak: tonlik-
lordo uygun doyisonin omsallar1 sifra borabordir. (4) sistemi
pilloli gokilli sistem adlanir. ©gor r=n olarsa, (4) tligbucaq
sokilli, » <n olduqda iso trapessokilli sistem adlanir.
Pilloli sokilli sistemin matrisi pillali matris adlanir.
Qeyd edak ki, sotrin ilk sifirdan forqli elementi onun aparici
elementi adlanir. Pillali matris asagidaki iki sortlo miioyyon
olunur:
1. Matrisin tamamilo sifir olan sotirlori diger sotirlordon asagi-
da yerlogmisdir.
2. Ikincidon baslayaraq, har bir sotrin aparici elementi 6ziindon
ovvalki satrin aparici elementindon sagda yerlogmisdir.
Masalan, agagidaki matris pilloli matrisdir:

0 210 2
0 00 3 -1}
000 0 O

Teorem 1. Hor bir xatti tonliklor sistemi miioyyan pillali
xotti tonliklor sistemi ilo eynigiicliidiir.

Bu teoremin isbati yuxarida aparilan g¢evirmolorden
alinir. Qeyd edok ki, (4) sistemi yegana deyil vo onun formasi I
ndv elementar ¢evirmolorden asili olaraq doyise bilor. Lakin
biz iralide goracayik ki, » odadi biitiin pillali sokilli (4) sis-
temlori {i¢lin eynidir.

Teorem 2. (1) xotti tonliklor sistemini (4) pillali sokilli
sistemo gotirdikdon sonra:

1) m>r olduqda b,,, =---=h, =0 (1) sisteminin uyusan ol-
mast liglin zoruri vo kafidir;

2) m =r olarsa, (1) sistemi uyusandir;

3) r=n oldmasi bu sistemin miioyyon sistem (yani yegano hal-
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linin olmas1) liclin zoruri vo kafidir.
Isbati. (4) sistemi (1) sistemi ilo eymgucludur Ogor (4)

sisteminin holli varsa, onda m>r olduqda b,,, =---=b, =0
miinasibatlori 6donmolidir, oks halda system uyusan deyll.
Forz edok ki, m>r olmaqla, b,,, =---=b, =0 miina-

sibatlori ddenir. Tutaq ki, »=n. Onda sonuncu tonlikdon x,, de-
yisoni birqiymatli olaraq tapilir. Bu qiymoti sonuncudan av-
vaolki tonlikdo nozore alag. Homin tonlikdon x,.; doyisoni bir-
qiymatli tapilir. Aldigimiz qiymetlori sondan 3-cii tonlikde na-
zora alaraq x,., liglin yegana qiymat tapiriq vo i.a. Bu qayda ilo
ardicil olaraq biitiin doyisonlori {iglin yegano qiymot tapilir.
Demali, 7=n olduqgda (1) sistemi miioyyondir.

Tutaq ki, r>n. x x, dayisenlorine K meydanindan

SRR
olan ixtiyari qiymatlori verarok (4) sisteminin biitiin tonliklorin-
do onlar1 borabarliyin sag torofine kegirok. Bu halda biz {ig-
bucaq sokilli sistem alariq:

ay X +ay X, +-tayx, =b —ay x, ——a,x,,
Ay X, o+ Ay X, =by =0y X, =+ — Ay X
arkxk br - arcxc -t aidxd ’ (5)
0 = br+1 H
0=>b

Bu sistemdo, sag torofdoki doyisonlor soldaki doyisonlori
{x,,...,x,} ¢oxlugunadok tamamlamaqla, K meydanindan olan
ixtiyari qiymatlori alir. Onlarin har bir qiymatinds (5) sistemi
yuxarida baxilan sokildo sistemo ¢evrilir vo buna goro do ye-
gand holli vardir. Demali, sistem uyusandir, geyri miioyyondir
vo sonsuz sayda hollori vardir. Teoremin 1) -ci hokmii isbat
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olundu.

2)-do m=r olarsa, onda teoremin hokmii yuxaridaki
mithakimolordon eyni qayda ilo alinir. Nohayat 3)-cii hokm da
yuxaridakina oxsar qayda ilo isbat olunur.

Natica 1. (1) xotti tonliklor sisteminin birgs olmasi {igiin

(5) sistemindo b, ,,...,b odadlori igarisinda sifirdan farqlisinin

olmamasi zoruri vo kafidir.

Noatico 2. (1) xotti tonliklor sistemi birgo olarsa, onda
r <n oldugda bu sistem geyri-miioyyondir.

Yuxarida alinmis noticolori bircins xotti tonliklor siste-
mino totbiq edok.

Teorem 3. r<n olarsa, bircins xatti tonliklor sistemi
qeyri-miioyyondir.

Isban. (1) sistemini elementar ¢evirmolorlo (4) siste-
mino gatirok. Sorto goroe r<n dayisonlordon birino, mosalon
x,-o ixtiyari hoqiqi qiymotlori vero bilorik. Xiisusi halda
x, =1. Beloliklo, alman holl (0,0,...,0)-dan forqlidir. Lakin

bircins sistem homiso birgodir (uyusandir) vo (0,0,...,0) onun
hollidir. Demali, sistemin an azi iki halli vardir.

Qeyd edok ki, tonliklor iizerinde yerina yetirilon ele-
mentar ¢evirmolor zamani doyigonlor he¢ bir rol oynamir vo
omoliyyatlar ancaq matrislor iizerindo aparilir. Buna goro do
cevirmolori sadolosdirmok ti¢ilin sistem {izorinds aparilan ¢evir-
molori omsallardan vo sorbast hodlordon diizolon matrislor iizo-
rindo yering yetirmok olar. Ovvalca sistem ilo bagh iki matris
daxil edok.

a, 4y a, a, 4y a, |b
a a a a a a, |b
21 2 2 21 22 2n | Y2
A=| : "ILB=| . ) !
aml amZ T amn aml amZ amn bm

matrislori uygun olaraq (1) sisteminin matrisi vo geniglonmis
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matrisi adlanir (qeyd edok ki, ikinci matrisdo saquli xott ancaq
sarti olaraq sonuncu siitunu omsallardan diizolon siitunlardan
ayirmaq tugciin islodilon komokei vasitodir; belo ki, birinci
matris mxn, ikinci matris iso mx(n+1) Ol¢ili matrislordir.
Tonliklor iizorinda yerina yetirilon elementar ¢cevirmolori genis-
lonmis matrisin sotirlori {izorindos yerina yetirsok, (5) sistemino
uygun olan asagidaki1 matrisi alariq:

all cee als cee alk cee aln bl

Ay = Gy o Gy, b

B = rk m br
0 br+l

0 b’n

Bu sokilde matris pilleli matris adlanir. Bu matrisds ikincidon
baslayaraq hor bir sotirde ilk sifirdan forqli element 6ziindon
ovvalki sotrin ilk sifirdan forqli elementindon sagda yerlosir.
Belo ki, B matrisindo bos yerlordo sifirlarn dayandigi hesab
olunur.

Sistemin matrisi iizorindo elementar g¢evirmolori ele-
mentar matrislors vurma ilo ovoz etmok olar. Elementar cevir-
molors uygun olaraq li¢ ndv elementar matris daxil etmak olar.

I név elementar matris i nomrali satirle j ndmrali sotir-
lorin yerini dayison ¢:(i) <> (/) ¢evirmasine uygun olan asagi-

dak1 matriss deyilir:

E

() —|
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Bu matris vahid matrisdo i vo j ndmrali sotirlorin yerini doyis-
moklo alinir.

Mosolon, ¢:(2) <> (4) c¢evirmoasino uygun 5 tortibli
matris belodir.

10000
00010
Epow=|0 0 1 0 0.
01000
00001

IT ndv elementar matris i ndmrali satri c-ya vuraraq, j
nomroali satire slave etmokdon ibarat olan ¢@:(j)+c(i) cevir-
masing uygun olan asagidaki matriso deyilir:

Erei =

0 - 1

0w
Bu matris vahid matrisds i-ci sotri c-yo vuraraq j ndmrali satird
olava etmoklo alinir. Masalon, 4-cii satri 3-0 vuraraq 2-ci satra
olavo etmokdon ibarst olan ¢:(2)+3(4) ¢evirmosino uygun 5

tortibli matris beladir.

10000
01030
Epaw=[0 0 1 0 0
00010
0000 1

Nohaysat, III ndv elementar matris i ndmrali sotri sifir-
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dan forqli c-ya vurmaqdan ibarst olan ¢:c(i) g¢evirmasinag
uygun olan asagidaki matrise deyilir:

o=
0 - ¢

D]
Bu matris vahid matrisds i-ci sotri c-yo vurmaqla alinir.
Masalan, 4-cii satri 3-0 vurmaqdan ibarat olan ¢ :3x(4) cevir-
masine uygun 5 tortibli matris beladir.

10000
01000
Epy=|0 0 1 0 0.
00030
00001

Qeyd edok ki, hor hanst mxn 6l¢iilii matrisin satirlori izorindo
elementar ¢evirmalor aparmaq liglin onu soldan uygun m tor-
tibli matriss vurmaq lazimdir.

Masalon, 5x3 ol¢iilii matrisin 4-cii satrini 3-9 vurmagqla
2-ci satro olavo edok:

almagq olar:

Eyni matrisi soldan E )3

elementar matrisino vurmaqla da
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2 0 -1 2 0 -1
-3 -1 3 -12 -1 -3
I 3 0(—>] 1 3 0.
-3 0 -2 -3 0 -2
0 -1 1 0 -1 1




1 000 0(2 0 -1 2 0 -1
01 03 0(|-3 -1 3 -12 -1 -3
001001 3 Of=1 3 0
0001 0(|-3 0 -2 -3 0 =2
0000 1)L0 -1 1 0 -1 1
(1) sistemini agagidaki kimi matrisli formada yazmagq olar:
Ax =b,
burada
x, b,
= 2| b= b?
xn bm

uygun olaraq doyisonlordon vo sorbost hodlordon ibarot siitun
vektorlardir vo ya uygun olaraq, nx1 vo mx1 0lgiilii matris-
lordir. Xotti tonliklorin matrisli yazilisindan onun asagidaki
vektor formada yaziligini da almagq olar:

Ax, +Ax,++A4x,=b,
burada 4,4,,...,4, A matrisinin siitunlaridir.
Asagidaki xatti tonliklor sistemini hoall edok:
2x, =3x, +4x,—x, =1,
=3x, +x, = 3x; —x, =7,
x, = 3x, +4x, - 3x, =—4.
Sitemin geniglonmis matrisini yazaq:
2 -3 4 -1 |1
-3 1 -3 -1 |-7].
1 -3 4 -3 |4
Geniglonmis matrisi elementar cevirmolor vasitosi ilo pilloli
soklo gotirok. Bunu {igiin avvalco birinci va {igiincii sotirlorin
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yerini doyisok vo sonra iso ikinci nov elementar ¢evirmolor
yering yetirok.

2 3 4 -1 1 1 -3 4 -3 |4

3 1 =3 -1 |-7|>|-3 1 =3 -1 |-7|x3¢x(-2)4>

1 -3 4 -3 |4 2 -3 4 -1 |1
Yuxarida gdstorilon birinci ox igarasi birinci saotrin 3-o vurula-
raq, ikinci satro, ikinci ox is9 birinci satrin (-2)-yo vurularaq, 3-
cli sotro olave olundugunu gostorir. Homin omsliyyatlardan
sonra asagidaki matris alinir:

—_—

1 3 4 -3 |4 1 3 4 -3 |4
0 -8 9 —-10 |-19|x3T>|0 1 -3 5 |8 |x(=3)i>
0 3 -4 5 |9 0 3 4 5 |9

1 3 4 -3 |4

0 1 -3 5 14

0 0 5 -10 |-15
Alinmis matriso agagidaki sistem uygundur:

x,—3x,+4x, -3x, =4,

x,=3x,+5x, =14,
5x;—10x, =-15.
Sonuncu tonlikdon tapiriq: x, = -3+ 2x,. Alinan ifadoni ikinci
tonlikdo nozors alaraq, tapiriq:
x, =14+3(-3+2x,)—5x,=5+x,.
Nohayat birinci tonlikdon yaza bilorik:
x, =—4+305+x,)-4(-3+2x,)+3x, =23-2x,.

Burada x, sorbost doyison olub, ixtiyari hoqiqi qiymatlori ala

bilor. Beloliklo, biz verilon sistemin biitiin hallorini tapmis
oldug. Yuxarida totbiq olunan iisul, yoni sistemi pilloli soklo
gatirarak, doyisonlorin ardicil yox edilmesi lisulu vo ya Qauss
tisulu adlanir.
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I FOSILO AID CALISMALAR

1. Ikitartibli determinantlar1 hesablaym:

-1 4 3 6 cosa —sina
a) b) .
-5 2 5 10 sina  cosQ
d) 5 3 cosa sina tga -1
6 4 sina  cosa 1 tga
2. Tonliklori holl edin:
1 4 4sin x 1
a) =0 b) =0
3x x+22 1 COS X
+1 3 -1
ol TTl=0 @ 3
-4 x+1 x 2x-3 2
3. Borabarsizliklori holl edin:
I x+5 x 3x
a) <0 b <14
2 x 4 2x
3x-3 2 2x-2 1
C) >0 d) >5
X 1 Tx 2
Asagidaki iki mohcullu iki xatti tonliklor sistemini hall edin.
4 3x-5y=13 5 2x-3y=6 6 3y—4x=1
[ 2x+7y =81 " |4x—6y=5 " 3x+4y=18
. x+y=1 8. 3x,+x,=4 9. S5x-3y=1
x-y=2 2x, +4x, =1 x+11ly=6
+0,9y=1
T
Llx+y=-2
Asagidaki ligtartibli determinantlar1 hesablayin:
2 3 4 3 2 1 4 -2 4
I1.a)|1 2 5 by-2 1 3 c)f10 2 12
4 7 6 2 0 -2 1 2 2
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1 2 4 0 a b 0 x O
12.a) -2 1 3 byla 0 a lx 1 x

3 4 2 b a 0 0 x O

X y z cosa sinf 1 1 1 1
13.a) x> »* 2’| b)|sina cosB 1| c¢)|tga tgf tgy

X ¥y z 0 0 1 tea tg’B tg'y

Asagidaki tonliklori hall edin

3 x x-1 1 1
4.1 2 -1 3(=0 I5./1 x-1 11]=0
x+10 1 1 I 1 x-
X 4
16./x 2 3=0
1 11

Asagidaki barabarsizliklori hall edin

x-2 3 0 2 x+2 -1
7.1 1 2 4<-6 18. |1 I 2(>0
-1 5 6 5 3 x
x 0 3
19.10 x —4/+100<0
6 3 2
Asagidaki i mohcullu ii¢ xotti tonliklor sistemini holl edin:
xX+2y+z=8 2x-3y+z=-1
20. 3x+2y+z=10 21. <x+y+z=6
4x+3y-2z=4 3x+y-2z=-1
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22.

24.

2x+y+z=4
4x+2y+2z=5
6x+3y+3z=10
2x+y=5
x+3z=16
Sy—z=10
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25.

2x—-4y+9z=28
Tx+3y—6z=-1
Tx+9y—-9z=>5
3x—y+2z=5
2x—y—z=2
4x-2y—-2z=-3



II FOSIL. BIRDOYISONLI FUNKSIYA.
ONUN LIiMIiTi VO KOSILMOZLIiYi.

2.1.Haqiqi adadlar. Haqiqi adadin miitloq qiymati
Ogor x odadini iki tam m vo n (n# 0) ododlorinin

x = — nisbati kimi tosvir etmok miimkiin olarsa, ona rasional
n

odod deyilir. Istonilon rasional x ododi sonlu vo ya sonsuz
dovrii onluq kosr soklinde gostarils bilor.

Ogor x odadini dovrii olmayan sonsuz x =a,,aq,...qa,...
onluq kosr soklindo gdstormok miimkiindiirso, ona irrasional
odad deyilir (mosalon, \/5,71’ va s.). Hor bir irrasional adodo
istonilon verilmis doqiqlik doracesi ilo rasional odadlorls
yaxinlagsmaq olar. Bunun iiclin bu ododin kasrloro onluq
ayrilisinda vergiildon sonra sonlu sayda rogom gotiirmok
lazimdir. Buna goro do miixtolif dlgmolor zamani praktikada
rasional odadlora asaslanirlar. Lakin riyazi proseslords irrasio-
nal ododlorsiz keginmok olmur (meselon, S =zR> diisturuna
irrasional 7 odadi daxildir).

Biitiin rasional vo irrasional adadlor ¢oxlugunu hoqiqi
ododlor ¢oxlugu adlandirirlar. Hor bir hoqiqi ododo odod
oxunun miioyyon ndqtosi uygundur.

Hoqiqi x ododinin miitloq giymeti (v ya modulu)
moanfi olmayan vo

x, ogor, x>0,
%] —x, ogor, x<0
miinasibati ilo tayin olunan | x | adadins deyilir.

Miitloq qiymatin terifinden bilavasite asagidaki xassalor
alinir:

1% |=x /= xl,

2% —|x|Kx < x].
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3°. |x|<a vo —a<x<a borabarsizliklori eynigiiclii-
diirlor.
4°. ki hogiqi ododin cominin miitloq qiymoti homin
odadlorin miitloq qiymotlori comindon kigik vo ya borabordir:
‘x+y\£‘x‘+\y‘.
5°, iki hogiqi odoedin faorginin miitloq qiymoti homin
adadlarin miitloq qiymatlari forqindon bdyiik vo ya barabardir:
== =y}
6°. iki hoqiqi ododin hasilinin miitloq qiymeti homin
odadlarin miitloq qiymatlori hasiline barabardir:
o = [y
7°. iki hogiqi odedin nisbotinin miitloq giymoti (agor
bdlon sifirdan forqlidirsa) homin odadlorin miitloq qiymatlori
nisbotine borabordir:

x|

b

a<x<b Vva a< x <b barabarsizliklorini 6doyon haqiqi
x ododlori coxluguna parga (seqment, interval) deyilir vo [a,b]
vo (a,b) kimi isaro edilir. a<x<b vo a<x<b borabarsiz-
liklorini 6doyon haqiqi x ododlori ¢oxluguna yarimseqment
deyilir vo [a,b),(a,b] kimi isaro olunur. x<a (x<a) vo ya
x>b (x=>b) sortlorini 6doyon haqiqi x ododlori ¢coxlugunu
uygun olaraq (—oo;a)((—o0;a]) vo ya (b;+x) ((b;+o0]) kimi
isaro edirlor. Biitlin hoqiqi x ododlori ¢oxlugu (—o0;+0) vo ya

‘x‘ <o voya R kimi isaro edilir. Gostorilon ¢oxluqlarin hamisi
arahiqlar adlanir. x, noqtesini 6z daxilino alan hor bir interval
bu ndqtonin otrafi adlanir. x, noqtesinin ¢ otrafi (g >0)
(x,—¢€, x, + &) intervalma, basqa sozlo ‘x —xo‘ < ¢ sortini 6do-
yon x adadlor ¢oxluguna deyilir.

~47 ~



2.2.Funksiya anlayisi. Funksiyanin verilms iisullar

Texniki proseslorin vo tobii hadisalorin dyroanilmosinda
tadqiqat¢ilar miixtalif komiyyastlorlo rastlagirlar. Bu proseslor
zaman1 komiyyatlordon biri vo ya bir negosi odadi qiymatini
oldugu kimi saxlayir (bunlar sabitlor adlanir), digorlori iso
miixtolif adodi qiymaotlor alir (bunlar iso doyisonlor adlanir).
Sabit tozyiqdo suyun qaynama temperaturu, diiz xott iizro
miintozom harokot edon cismin siirati sabit komiyyatlora misal
ola bilar.

Praktiki mosololorde hor hansi doyison komiyyatin
doyismosi adoton bir vo ya bir ne¢o doyison komiyyatlorin
doyismosi ilo bagli olur. Masalon, cismin sabit siirstlo getdiyi
yol herokata sorf olunan vaxtla diiz miitonasibdir: s=v-¢.
Burada s doyisoninin ¢ doyisenindon asililigi ifads olunmus-
dur.

Torif. x doyison komiyyatinin ala bilocoyi qiymatlorin
hor birino miioyyon qayda vo ya qanunla y doyison ko-
miyyatinin miioayyon bir qiymati uygun qoyulursa, onda de-
yirlor ki, y, x-don asili birqiymatli funksiyadir vo y = f(x)
kimi igaro edilir.

x doyigoni asili olmayan doyison vo ya arqument
adlanir. x arqumentinin biitiin qiymotlori kiilliyat: funksiyanin
toyin oblasti, y doyisoninin aldigi biitiin qiymstlor ¢oxlugu
funksiyasinin qiymatlor oblast1 adlanir.

1. Analitik disul. Bu tsul funksiyanm diisturlarin ko-

mayi ilo verilmosidir. Masalon, y =2x, y=sinx, y =x>. Ogor
funksiya y -9 nazoran holl olunmamis tenlik vasitesilo veril-
misdirso, onda bu qeyri-agskar funksiya adlanir. Masalon,
2x+4y—-6=0 tonliyino funksiyanin qeyri-askar sokildo
verilmosidir.

2. Cadval iisulu. Bu tisulda funksiya codveol vasitosilo
verilir. Funksiyanin bu ciir verilmasino triqonometrik funk-
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siyalarin, loqarifmlorin vo s. cadvellori misal ola biler.
Funksiyanin qiymatlorinin hesablanma aparmadan tapilmasin-
da codvolo miiraciot daha sadodir. Cadval iisulunun catig-
mazlig1 ondan ibaratdir ki, burada funksiya arqumentin he¢ do
biitiin qiymatlori {i¢iin verilmir.

3. Qrafik idisul. xOy mistovisinin koordinatlar1 y =
= f(x) miinasibati ilo bagli olan (x,y) ndqtelori ¢oxlugu
funksiyasinin qrafiki adlanir. y = f(x) beraberliyinin 6zii bu
grafikin tonliyi adlanir.

Ogor miistovide funksiyanin qrafiki verilmisdirse, onda
deyirlar ki, funksiya qrafik tisulla verilmisdir.

Funksiyanin verilmasinin qrafik tisulunun analitik vo
cadval tisullar1 ilo miiqayisads {istiinliiyii onun ayaniliyindadir.

4. Funksiyanin program vasitasilo verilmasi. Bu tsulla
arqumentin verilmis qiymotine funksiyanin uygun qiymetini
tapmaq U¢lin miiasir hesablama masnlarindan istifads olunur.
Arqumentin verilmis qiymatlorine uygun funksiya qiymatlorini
tapmaq gqanunu (yoni, riyazi diistur) proqram soklindo yazilir
va hesablama masmina daxil edilir. Magin gostorilon proqram
asasinda funksiyanin qiymaetlorini hesablayr.

2.3.9sas elementar funksiyalar

1. Tam rasional funksiya.
y=a,+ax+a,x’ +..+ax"
soklindo ¢oxhadli tam rasional funksiya adlanir. Burada,
a,,a,,d,,...,a, sabit adadlordir vo ¢oxhodlinin omsallar1 ad-

n

lanir; nnatural ododdir vo g¢oxhodlinin dorocosi adlanir. Bu
funksiya x -in biitlin qiymatlorinds toyin olunmusdur.

2. Kosr-rasional funksiya. Homginin rasional kosr
adlanan bu funksiya iki ¢oxhodlinin nisboti kimi toyin olunur:

a,+ax+a,x’ +..+a, x"
by +bx+b,x*> +..+ b x"
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Bu funksiya x-in moxraci sifra ¢eviron qiymatlorindon
basgqa biitliin qiymaetlords toyin olunmusdur. Masalon, x vo y

arasinda tors miitonasibliyi ifado edon y = K funksiyas1 kosr-
X

rasional funksiyadir. Onun qrafiki barabartorafli hiperboladir.

3. Qiivvat funksiyasi. o hoqiqi adod oldugda y = x*®
soklindo funksiya qlivvot funksiyasi adlanir. Bu funksiya o
natural odad olduqda x-in biitiin qiymatlorinde; o tam monfi
odad oldugda x-in sifra barabar olmayan biitiin qiymatlorinds;
o ixtiyari hoqiqi odad oldugda biitiin x>0 qiymatlorinde
toyin olunmusdur.

: 1
Ogor ¢ natural ododdirse, a =— oldugda qiivvat
q

funksiyast y=4%/x soklini alar. y=%x funksiyasi ¢ ciit
oldugda biitlin monfi olmayan x -lor liglin, ¢ tok olduqda biitiin
x -lor ligiin toyin olunmusdur.

4. Ustli funksiva. 0<a#1 oldugda y =a" soklinda
funksiya {stli funksiya adlanir. Bu funksiya x-in biitiin
qiymatlori ti¢iin toyin olunmusdur.

5. Logqarifmik funksiya. 0 <a #1 oldugda y=1log, x
funksiyas1 loqarifmik funksiya adlanir. Bu funksiya x>0
qiymatlori ti¢iin toyin olunmusdur.

6. Tors funksiya anlayisi. Qlivvat funksiyast vo radikal
arasinda, homginin iistlii vo logarifmik funksiyalar arasinda tors
funksiya anlayis1 vasitasils ifads olunan slaqe vardir.

Tutaq ki,

y=rf(x) (1)
asil1t olmayan x dayisoninin funksiyasidir. Bu o demokdir ki,
x -9 qiymatlor vermaklo asili y doyiseni liglin qiymatlor toyin
etmis oluruq. Torsina harokot edok: y -i asili olmayan, x-i iso
asil1 olan doyison hesab edok. Onda x,y doyisoninin funksiyasi
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olar ki, buna verilmis funksiyanin torsi deyilir.
(1) tonliyinin x-9 nozoron hall olunmast miimkiinlii-
yiinii forz edorak tors funksiyanin askar ifadssini alariq:
x=(y) )
Aydmndir ki, agor (2) funksiyas: (1)-in torsidirse, onda
(1) funksiyast da (2) funksiyasina nozoron tors funksiya olar.
Bunlar qarsiliqlt tors funksiyalar adlanirlar.

7. Trigonometrik funksiyalar. y =sinx, y =cosx funk-
siyalar1 biitlin x-lor {iglin toyin olunmusdurlar. Onlar 27
periodlu periodik funksiyalardir. Bundan olavo, sinx tok,
cos x clt funksiyadir, yoni sin(—x)=—sinx, cos(—x)=cosx.

y =tgx funksiyast cosx =0 ndqtalorindon basqa, yani
. 2k +1

7w (k=0,x1,£2,...) noqtolorindon bagga biitiin
ndqtolords toyin olunmusdur. y = ctgx funksiyasi iso sinx =0
vo ya x=kn (k=0,£1,2,...) noqtolorindon bagqa biitiin
noqtolordo toyin olunmusdur. Periodlar1 7 olan y =tgx vo

y =ctgx funksiyalar1 da tokdirlor.
8. Toars trigonometrik funksiyalar. y = arcsin x funksi-

yasi. Burada y doyisoni ‘ y‘ S% seqmentindondir vo onun

sinusu x -9 barabordir: x =sin y . Bu funksiyanin toyin oblast1
‘x‘ <1 seqmentidir.

y =arccosx funksiyas1 o demokdir ki, x=cosy vo
‘x‘él voO0<y<r.

y =arctgx funksiyasi tangensi x-o borabar olan doyigon-
dir. x=tgy vo ‘y‘ < % , v =arcctgx funksiyasi iso kotangensi

X -9 barabar olan doyisondir. x =ctgy vo O0<y<r.
9. Miirakkab funksiya. Tutaq ki, z doyisoni y doyi-
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sonindon vo bu da 6z ndvbasindo x doyisonindon asilidir, yoni,
z=f(y), y=¢(x). Onda y= f[p(x)] soklindo miirokkob

funksiya alariq. Buna funksiyanin funksiyast vo ya
funksiyalarinin superpozisiyasi da deyilir.

Ikidon artiq funksiyalarm da superpozisiyasindan
danigsmagq olar.

Qtivvet, Ustli, logarifmik, trigonometrik vo tors tri-
qonometrik funksiyalar, homg¢inin sabit funksiya (konstant)
osas elementar funksiyalar adlanir.

2.4.9dadi ardicilh@in limiti

Biitiin natural ododlorin 1,2,...,n,... ¢oxlugunda toyin
olunmus x, = f(n) funksiyas1 sonsuz odadi ardicilliq (vo ya
ardicilhq) adlanir. x,,x,,...,x,,.. ardicilligmimn qiymatlori onun
hadlori adlanir.

x, = f(n) ardiciligmi bozon {x, } kimi isaro edirlor.

Bu o demokdir ki, imumi haddi a, olan ardicilliq verilmisdir.

Mosolon, {n+1}; {%}, {(—l)” %}

Ogor istonilon 7 ndmrasi liglin
xn 2 xn+1 ('xn S xn+l)
barabarsizliyi dogru olarsa, onda {x,} ardicillifina artmayan

(azalmayan) ardicilliq deyilir.

ogor x, >x,,, (x,<x,,) olarsa, onda {x, } ardicillig1
azalan (artan) olur.

Ogor istonilon 7 ndmorosi liglin x, <M (x,>2M)
sortini 6doyon M odadi olarsa, onda {x,} yuxaridan (asa-

gidan) mohdud ardicilliq adlanir.
Toarif. Tutaq ki, istonilon ¢ >0 odadi verildikde & -dan
asilielo N = N(&) ndmrosi gostormok olursa ki, n > N sortini
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Odoyan biitlin 7 -lor {igiin |xn—a|<8 olur. Onda a odadine

{x } odadi ardicillginin limiti deyilir vo asagidak: kimi isaro

olunur:
limx, =a voya n— o olduqda, a, — a.

Ardicilliglarm limitlorinin xassalorini isbatsiz ifado edok.
1°. Yigilan ardicilliq ancaq bir limito malik ola bilor.
2°. istonilon azalmayan (artmayan) vo yuxaridan
(asagidan) mohdud ododi ardicilligin limiti var.

1.5. e adadi. Natural logarifm

()

adadi ardicilligina baxaq.
Bu ardicilligm limitinin varligii isbat etmok {igiin
ovvalca gostarok ki, bu ardicilliq artandir. Ardicilligin timumi

X, = (l +1J haddini Nyuton binomu diisturuna gors ayrilisini

n
yazaq:
X, = 141 :l+n_l+n(n—1)_i2+
n n 1-2 n
+n(n—l)(n—2)_i+m+n(n—l)...[n—(n—l)] 1
1-2-3 n’ 1-2-3---n n"
Vo ya

X, :2+1(1—1J+L(1—1J(1—2J+...
2 n) 2-3 n n
R (1—1J(1—2J...(1—’H} )
2:3---m n n n

(2) borabarliyindon goriiniir ki, » ndmrasi artdiqca
birincidon basqa har bir toplanan boyliylir vo bu ciir topla-
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nanin sayt artir. Buna goro do istenilon n igiin x, <x,,, olur

n+l
ki, bu da torifo gors ardicilligin artan olmas1 demakdir.
Indi gostorak ki, (1) ardicilligi yuxaridan mohduddur.
(2) ayrilisindaki biitlin  hadlordo dairovi motorizolordoki
ifadoalori vahidle avoz edok. Onda
xn<2+i+ +oit———.
1.2 1-2-3 1-2-3---m
Moxracda 3,4,...,n vuruglarmin yerins 2 odadini yazsaq, sag
torofi daha da boyiitmiis oluruq:

X, <2+l+...+
2

zn—l :
Digar torafdon handasi silsilonin hadlori comi diisturuna gora
1 1
P I S K P
2 22 211—1 l B l 211—1
2

olar. Buna gors da istonilon 7 iigiin x, <3 olar.

(1) ardicillig1 artan vo yuxaridan mohdud ardicilliq kimi
limito malikdir. Yoni

limx, = lim(1+lJ =e 3)
n—0 n—0 n

Buna bazon gorkomli limit do deyirlor. e odadi irrasionaldir vo
toqriban e~ 2,718282... kimi gotiiriiliir.

Osast e adadi olan logarifm natural loqarifm adlanir.
N ododinin natural logarifminin isarslonmosi iiglin In N
simvolundan istifads edirlor.

Natural loqarifmlorin toqribi qiymatlorinin  onluq
loqarifmlor codvaline gdro tapilmasi {igiin natural vo onluq
loqarifmlor arasinda alageni tapmaq lazimdir.

Ogor In N =a olarsa, onda N =e“ vo axirinci barabar-
liyin hor iki torofini 10 asasina gors loqarifmlosak Ig N =alge
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(Ige=0,4343) voya IgN =1In Nlge vo buradan
N =&Y
Ige

(1 = 2,3026}
Ige

2.6.Funksiyanin limiti

olar.

Tutaq ki, y = f(x) funksiyasi x =a ndqtesinin miioy-
yon otrafinda toyin olunub (a ndqtesinin Ozii istisna oluna
bilor).

Torif 1. Tutaq ki, istonilon & >0 odadi verildikda elo
0 >0 odadi gostormok olur ki,

x— a\ <0 sotini 6doyon biitiin
x #a qiymatlori {i¢iin ‘ f(x)—- A‘ < & boraborsizliyi 6donilir.
Onda A4 ododino f(x) funksiyasinin x —a sortindo (vo ya
x = a ndqtosinda) limiti deyilir. Bu bels isars edilir:

lim f(x)=4 voya x > a olanda f(x) > 4.

Buradan ¢ixir ki, ogor 4 ododi f(x) funksiyasinin

x = a ndqtasinda limitidirss, onda a -ya kifayst qodar yaxm vo
ondan forqli biitlin x-lor iiciin f(x) funksiyasinin onlara

uygun qiymatlori 4 odading kifayat qodor yaxin olar.
Ogor (3) diisturunda 1 z oldugunu forz etsok, onda o
n
1
e=li1r(1)(l+z)z 4)

soklini olar.
Toarif 2. Tutaq ki, istonilon & >0 adadi verildikds els

miisbot N ododi gostormok olur ki,

x‘ > N sortini 6doyan
biitiin x -lor {i¢iin \ f(x)—- A\ < & borabarsizliyi 6donilir. Onda
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A odadine f(x) funksiyasmin x sonsuzluga yaximlagdiqda
(vo ya sonsuzlugda) limiti deyilir. Bunu lim f(x) = 4 kimi
yazirlar.

Homg¢inin, lim f(x) vo lim f(x) limitlorino do
baxilir. x >+ (x —> —o0) sortindo f(x) funksiyasinin limiti
lim f(x) limitina analoji olaraq toyin olunur. Bu halda

lim f(x) torifinin ifadesindo \x‘ > N sortini x > N vo x<-N ilo
ovoz etmok lazimdir.
2.7.Sonsuz kicik vo sonsuz boyiik kamiyyatlor

Funksiyalarin ~ limitlorinin ~ xassalorini  dyrondikds
arqumentin hor hanst ndqtoys yaxmlagmasinda limiti sifra
yaxinlasan funksiyalar xiisusi rol oynayirlar. ©gor {x }

ardicilligmmin limiti sifra borabor olarsa, ona sonsuz kicik

ardicilhq deyilir: limx, =0. Mosalon, {1}, {(—1)” l}.
n

n—>0 n
Torif. Ogor lima(x)=0 olarsa, a(x) funksiyasina
x —a sortindo sonsuz kigik funksiya deyilir. Basqa sozlo,
funksiya limitinin torifino osason, istonilon & >0 ododi iigiin
elo 0 >0 oadadi var ki, 0< \x—a\ <0 sortini 6doyan biitliin x -

lor {iciin \a(x)\ < & borabarsizliyi 6donilir.

Mosalon, x =1 oldugda y = x* —1 funksiyasi sonsuz
kigikdir.

Sonsuz ki¢ik funksiyalarin asas xassolorini dyronaok. Bu
xassolor sonsuz kigik ardicilliglar {i¢iin do dogrudur.

1°. Ogor a,(x) vo a,(x) funksiyalar:1 sonsuz kigik-
dirse, onda o, (x) +a,(x) funksiyasi da sonsuz kigik olar.

2°. x = a olduqda mohdud olan funksiya ilo sonsuz ki-
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¢ik funksiyanin hasili sonsuz kicik funksiyadir.

3%, Sabitin sonsuz kigik funksiyaya hasili sonsuz kigik
funksiyadir.

4°. iki sonsuz kigik funksiyanmn hasili sonsuz kigik
funksiyadir.

Tutaq ki, istonilon miisbot M odadi {igiin elo natural N
odadi gostormok olur ki, n > N sortini 6doyon istonilon n {igiin

x,|>M olur. Onda {x,} ododi ardicilligina sonsuz bdyiik

ardicilhq deyilir. Bunu limx, = kimi yazirlar.

{n},{(—-1)"n} ardicilliglar1 sonsuz boyiik ardicillig-
lardir.

Sonsuz boyiik ardicilliq anlayigini ixtiyari funksiyalar
tiglin do vermoak olar.

Tutaq ki, istenilon M >0 odadi liglin elo 6 >0 odadi

gostormok olur ki, 0< \x—a\ <o sortini 6doyon biitlin x -lor

ticlin \ f (x)\>M olur. Onda f(x) funksiyasma x —>a ol-
duqda sonsuz boyilik funksiya deyilir. Bu lim f(x) =0 kimi

isaro edilir.
Ogor bu halda f(x) funksiyasi a ndqtosinin otrafinda
miisbatdirsa (manfidirsa), onda bunu

lim f(x) =+ (lim f(x) = o)

kimi yazirlar.

Asagida x —a olduqda sonsuz boylik funksiyalara
baxilir. Ardicilliglar ii¢lin do dogru olan asagidaki xassalordon
goriindilyii kimi sonsuz boyiik vo sonsuz kicik funksiyalar bir-
biri ilo six baghdirlar.

1°. Ogor f(x) funksiyasi sonsuz bdyiikdiirss, onda

sonsuz kigikdir.
(x)
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2°. Ogor a(x) funksiyasi sonsuz kigikdirso vo sifra gev-

rilmirso, onda - sonsuz boyiikdiir.

a(x)
2.8.Funksiya limitinin xassalori

Qeyd edok ki, limitin xassolori arqumenti x olan
funksiyalara baxilir. Bu halda x, ya a-ya yaxmlasir (x - a),
ya da sonsuzluga ( x — o) yaxinlasir. Burada limitlor hagqinda
miioyyon olunan tokliflorin hamist har iki hal ii¢lin, homginin
ardicilliglar i¢ilin do dogrudur.

1°. 4 ododinin f(x) funksiyasmin x —a oldugda
limiti olmasi {igiin zoruri v kafi sort bu funksiyanin

S (x)=A+a(x)
soklindo gostorilmosidir. Burada o(x) sonsuz kigik funk-
siyadur.

Isbat. 1) Tutaq ki, lim f(x)=A4. Bu o demokdir ki,

istonilon &>0 ododi Uglin elo 6 >0 odadi var ki,
0< \x — a‘ < ¢ sortini 0doyon biitlin x -lor {igiin \f(x) — A\ <&
barabarsizliyi 6donilir, yoni, a(x)= f(x)— A4 funksiyast son-
suz kicikdir vo buradan f(x) = 4+ a(x).

2) Tutaq ki, a(x) sonsuz kicik oldugda f(x)= A4+
+a(x) olur. Onda istonilon & >0 tgiin elo 6 >0 var ki,
0< \x —a‘ <o sortini O0doyon biitiin x-lor tglin \a(x)\ =
= \ f (x)—A\ <¢ olur, yoni, x > a oldugda f(x)-in limiti 4
olur.

2°, Sabit komiyyaetin limiti sabitin 6ziino borabordir.

Bu toklif bilavasito limitin torifindon almuir.

3%, Ogor a noqtesinin miieyyon otrafindaki biitiin x
noqtolori iiglin (a ndqtosinin 6zii miistosna oluna bilor)
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f(x)=20 (f(x)<0) sorti Odonilirso vo a nodqtesindo bu
funksiyanin limiti varsa, onda
lim f(x)>0 (lim f(x)<0).
Isban. Tutaq ki, f(x)>0 vo lim f(x)=A. Ogor

4

A<0 olsaydi, onda ¢ = El iiclin 0< \x —a\ <6 olduqda

‘ f(x)- A‘ <& borabarsizliyi he¢ bir 6 >0 iiclin miimkiin
olmazdi. Belo ki, bu halda f(x) -in monfi olmasi alinardu.

Qeyd edok ki, lim f(x) limitinin varlig1 sortinds
f(x)>0(f(x)<0) olmasindan iimumiyyotlo lim f(x)>0
(Iim f(x)<0) olmast c¢ixmir. Bu halda 1lim f(x)>0
(lim f(x) <0) da ola bilor. Belo ki, biitiin x # 0 {igiin |x| >0
olmasina baxmayaraq linol‘x‘ =0.

4°. Ogor f(x) veo g(x) funksiyalar1 x —a olduqda
limito malikdirsa, onda onlarin cominin, hasilinin vo nisbatinin
limiti var vo

lim[ /() +g(0)] =lim /() +limg(x), (1)
lim[/(x)- g(0)]=lim f(x)-limg(x), ()

i
tim L) xgl}f(X), (g(x) #0). )
x—a g(x) !51—1?;41 g(X)

Isbat. (1)-in dogrulugunu isbat etmoklo kifayotlonok.
Yerdas galan biitlin hallar analoji olaraq isbat olunur.
Tutaq ki, lim f(x) = 4, limg(x) = B. Onda 1°-a asason

fx)=A+a(x), g(x)=B+p(x)
oldugunu yaza bilorik. Burada a(x) va SB(x) sonsuz kigik
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funksiyalardir. Buradan

f(x)+g(x) = (4+B)+(a(x)+ B(x)).
sonsuz kicik funksiyalarn 1-ci xassosino goro a(x)+ B(x)
comi sonsuz ki¢ik funksiya olar. Buradan

£if>13[f(x)+g(x)]:A+B.

Qeyd edok ki, (1) diisturu istonilon sonlu sayda
toplananlarin cobri comi, (2) diisturu iso istonilon sonlu sayda
vurugu olan hasil {igiin do dogrudur.

Noatico 1. Ogor f(x) funksiyasi x — a oldugda limito

malikdirss, onda
lim £ (x)] "= [1im £ (x)]"
olar. Burada n natural odaddir.
Natico 2. Sabit vurugu limit isaresinin xaricine
cixarmagq olar:
lim ¢f (x) = clim f(x); ¢ = const.

5°. Ogor a ndqtesinin miloyyon otrafinda (a ndqtosi
istisna oluna bilor) f(x), g(x) vo A(x) funksiyalar1 tigiin
g(x) < f(x) < h(x) 4
baorabarsizliyi O6denilirsa vo limg(x)=limh(x)=A olarsa,
onda lim f(x)= 4.

Isbani. Limitin torifinden ¢ixir ki, a ndqtesinin miioy-
yon otrafinda (x # a) eyni zamanda

lg(x)—4|<e, |h(x)-A|<e

barabarsizliklori ddanilir. Burada & istonilon miisbat adaddir.

Miitlog qiymotin xassosindon istifado edorok bu borabarsiz-
liklori

A-e<g(x)<A+e, (5)
A—e<h(x)<A+e¢ (6)
soklindo yazaq. (4) vo (5) borabarsizliklorindon
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A-e<g(x)< f(x)
Vo ya
A—-¢e< f(x) (7)
oldugunu alariq. Analoji olaraq (4) vo (6) borabarsizlik-
lorindon
y=/1(x) (8)
oldugunu alarig.
(7) vo (8)-don A—e< f(x)<A+e vaya |f(x)—4<

<& oldugu alinr, yoni, lim f(x)=4.

2.9.Birinci gorkamli limit

lim 2% 1 (1)
x—0 X

baraborliyi dogrudur. (1) boraborliyi

birinci gorkomli limit adlanir. Onun c

komoayi ilo trigonometrik funksiyalar B

va x-in doracelori daxil olan miixtalif /Aﬁ

funksiyalarin limitlorini hesablamaq /4 \

olar. A
(1) boraborliyini isbat edok.

Vahid radiuslu dairo gotiirok vo forz
edok ki, radianla ifado olunan x bucagi Sokil 1

(O,ZJ intervalindandir (sokil 1).

OAB va OAC tigbucaqglarmin sahslorini uygun olaraq S,
vo S, ilo, OAB sektorunun sahosini iso § ilo isaro edok. Sokil
1-don goriiniir ki,

S, <8<8,. (2)

Qeyd edok ki,

BD‘ =sin Xx,

AC‘ =tgx-dir, onda S, = ;sin X,
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S, = itgx olar. Buna gdro do (2)-1 nozoro almaga
1. 1 1
—Smx<—x<-—-tgx
2 2 2
oldugunu alariq ki, buradan da sin x -0 bolmok vo ;-9 ixtisar

etmoklo

X 1 sin x
< Vo ya cosx <

sinx CcoSx X

1<

<1 3)

alinar. (3) barabarsizliklori 0 < x <% ticlin alinmigdir. Lakin

sin x

Cosx Vo clit funksiyalardir. cos(—x) = cosx,

X
sin(—x) sinx

. Bununla da (3) boraborsizliklori —% <x<0
- X X

intervalinda da dogrudur.
Belo ki, (3)-do limito kegsak vo lirr(} cosx =1 oldugunu

nazars olsaq (1) barabarliyinin dogrulugunu alarig.

2.10.Funksiyanin kasilmazliyi. Parcada kasilmoz
funksiyanin xassalori

Tutaq ki, y = f(x) funksiyas1 hor hans1 intervalda toyin
olunmus, x, vo x arqumentin bu intervaldan olan iki ixtiyari
qiymatloridir. x —x, = Ax isaro edok vo buradan x = x, +Ax.
Deyirlor ki, arqumentin x, qiymotindon x qiymotino kegmok
ticiin ilkin qiymats Ax artimi verilmigdir.

v = f(x) funksiyasmin x, noqtesindo x arqumentinin
Ax artimina uygun olan Ay artimi

Ay = f(x, +Ax) = f(x,)

forqine deyirlor.
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Torif 1. ©gor x, ndqtesindo x arqumentinin sonsuz
kicik Ax artimina funksiyanin sonsuz ki¢ik Ay artimi uygun-
dursa, yoni,

lim Ay = lim [ (x, + &)~ f(x,)] = 0
baoraborliyi dogru olursa, onda y = f(x) funksiyasma x,

noqtasinds kesilmoz funksiya deyilir.

Basqa sozlo, }ern f(x)=f(x,) boraborliyi dogru
olursa, yoni x, ndqtesindo funksiyanin limiti funksiyanin bu
noqtadoki qiymotine borabordirse, onda y = f(x) funksiyasi
x, noqtosinds kosilmozdir.

Teorem 1. ©Ogor f(x) vo g(x) funksiyalar1 x, ndg-
tasindo kasilmoazdirlorse, onda onlarin f(x)+ g(x) cobri comi,

JAC))

g(x)

f(x)-g(x) hasili vo g(x)#0 sortindo nisboti do bu

ndqtado kosilmoz olar.
Qeyd edok ki, cobri com vo hasil ii¢iin teorem 1
istonilon sonlu sayda funksiyalar halinda da dogrudur.

Teorem 2. Ogor y =¢(x) funksiyasi x, noqtosindo
kosilmozdirse, z = f(y) funksiyasi isa y, =@(x,) noqtesindo
kosilmozdirss, onda z= f[ep(x)] miirokkob funksiyas: x,

ndqtasinds kasilmoz olar.
Isban. y =@(x) funksiyasinin kosilmozliyine asason

lim ¢(x) = ¢(x,), yoni, x = x,, olduqda y — y, olur.

Buna goro do f(y) funksiyasinin y, noqtosindo ko-
silmazliyina gora

lim flp(0)]=lim /() = 1 (y,) = /Te(x,)]

olar ki, bu da teoremin hokmiiniin dogru oldugunu gostarir.

~ 63 ~



Belolikls, iki kasilmoz f(y) vo ¢(x) funksiyalarindan
diizoldilmis z = f[p(x)] miirokkob funksiyasi da kosilmoz
olur.

Teorem 3. Ogor birqiymatli tors funksiyasi olan f(x)
funksiyas1 kosilmozdirsa, onda torsi onun funksiyasi da
kasilmozdir.

Teorem 4. Osas elementar funksiyalarin hamisi toyin
olunduglar1 ¢oxluqda kosilmazdirlar.

Isbati. Sabit y = ¢ funksiyasi istonilon x = x, qiymo-
tindo kosilmozdir, belo ki, Ay=c—c=0 vo buna goro do

lim Ay =0.

Ax—0

y=x funksiyas1 istonilon x liclin kosilmoz
oldugundan, onda teorem 1-o0 osason y=x" (n-natural
ododdir) qiivvat funksiyasi da istonilon x {igiin kosilmoz olar.

Trigonometrik sinx vo cosx funksiyalar1 hor yerds
kasilmozdir; tgx vo ctgx funksiyalar:r iki kesilmoz sinx vo
cosx funksiyalarinin nisboti kimi toyin olundugu biitiin
ndqtalords kosilmoz olarlar.

Digor osas elmentar funksiyalarin da toyin olundugu
biitiin noqtalords kasilmaz oldugunu isbat etmak olar.

Natica. Hor bir elementar funksiya Oziiniin toyin
olundugu ¢oxluga daxil olan istonilon noqtods kasilmozdir.

Teorem 5. x, noqtesinde sifra boraber olmayan kosil-

moz f(x) funksiyas: bu néqtonin miioyyen otrafinda f(x,)-1n

isarosini saxlayir.
Ogor f(x) funksiyas: x, ndqtesinde kosilmoz deyilss,

onda deyirlor ki, f(x) funksiyas: x, noqtesinde kesilondir vo
x,-a f(x) funksiyasmin kosilmo ndqtesi deyilir.

Torif 2. x arqumentinin x, qiymotino homiso x, - dan
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kicik (boyiik) galaraq yaxinlagma sortindo hesablanan limito
f(x) funksiyasmnm x, noqtosindo sol (sag) limiti deyilir. Sol
va sag limitlor birtarafli limitler adlanir vo uygun olaraq

Jim f(x) voya f(x,=0), lim f(x) voya f(x,+0)

kimi isars olunur.
Ogar lim f(1)=f(x,) [ lim f()=f(x)] bora

barliyi 0denarse, onda f(x) funksiyasma x, noqtesinds sol-
dan (sagdan) kesilmoz funksiya deyilir.

Indi iso parcada kosilmoz funksiyanin xassslarini
gostorok. Ogor f(x) funksiyast (a,b) intervalinda, yoni (a,b)
intervaliin biitiin noqtalorinds kesilmozdirse vo bundan olava
a noqtesinds sagdan, b ndqtasinds soldan kesilmozdirss, belo
funksiyaya [a,b] parcasinda kosilmoz funksiya deyilir.

1°. Ogor f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda kesilmoz-
dirso vo onun uclarinda miixtalif isarali qiymetlor alirsa, onda
a vo b noqtalori arasinda elo ¢ noqtasi tapilacaq ki, f(c)=0
olar.

2°. Tutaq ki, f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda
kosilmozdir vo f(a)=4 vo f(b)=B. Tutaq ki, C ododi 4
vo B arasinda olan istonilon ododdir. Onda [a,b] pargasinda
elo & noqtesi tapilacaq ki, f(£) =C olar.

3°. Ogor f(x), [a,b] par¢asinda kesilmozdirso, onda bu
funksiya homin parcada mohduddur, yani elo miisbot M oadadi
var ki, a < x <b olduqda ‘f(x)\ <M olur.

4°. Ogor f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda kesilmoz-
dirs9, onda bu pargada elo x; vo x, noqtolori tapilar ki, funk-
siyanm  f(x,) vo f(x,) qiymotlori onun bu pargadak:

qiymetlori igaorisinde uygun olaraq on bdyiik veo on kigik
qiymatlori olar.
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II FOSILO AID CALISMALAR

2x% —

X+

I. f(x)= ! verilmigdir. f(1)-i tapn.

2. f(x)=cos2x oldugda f(0); f(’Z’J; f[;j; f(lﬂzJ qiymat-
lorini tapm.

3. f(x)=3x"-x+2 verilmisdir. £(2),(3) qiymetlorini

tapin.
Asagidaki funksiyalarm toyin oblastlarini tapin
4. y=+x+1 5.y=41 5
-Xx
6. y=+1+x+35-x 7. y = xarcsin x
8. y=(x—2) 9. y=—*_
I-x x+1
10. y= szl 1. y=42-4
x j—
12. y=+2—-x—x 13. y= ! =
I-x
6/ .2
Vxt -1
4. y= al 15. y=+x*(x-2)
x
Asagidaki funksiyalarin qarfiklerini qurun
5 3
16.)’=; 17. y=x"+1
18. y =sin2x 19. y=5cosx
20. Asagidaki funksiyalarin tok ve ciit oldugunu gostorin:
a) f(x)= %(a" +a’) b) f(x)=2x>-1
¢) f(x)=-5x" d) f(x)=1-x"
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e) f()c)z)cs—l 9) f(x)=~1-x++/l+x
X

21. Funksiyalarin periodik olub olmadigint miioyyonlosdirin vo
on kigik periodunu tapin

a) y=2sin3x+3sin2x b) y =sint+ cos2¢
c) y=sin3x d) y=6c0s3ﬂ—)C
e) y=tg(3x+5) 9) y=sin4x+5cos6x
Asagidaki limitlori hesablaym
” lim3n3—n+1 3 lim3n3+n—1
Cnow 2nt 4+’ “noe pt 4+ 2n
. 2xt—x+3 2x* =3x* +5
lim——— lim=2 >~ -
24 Y 8x+s 25 3x* —5x7 +1
n+5 x
: 1 . X
26. hm(1+j 27. hm[ j
n—o n x>0\ 14 x
- lim(2x+3Jm 2 lim)c4—3c3+x2—3x+2
e 2x+1 ol —xt—x+1
. X I 1+x
lim| 2(x+3) - lim—In——
30. i (x+3) x—Z} 31. lim—In-—
. 1 .
32. lxlg} x> _5x+2+x] 33. lxlgll(XZ +3x)
x’ x’
lim| —-3 im5-—
34. x—>2|: 2 x} 35. £1£r315 3
. 2% )
36. lim al 37. lim(x*)’
=21+ x x—4
38. lim/3x 39. lirrsl[Zm]
x> X—>
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x +2x-1
40. 1{1_)1 .
4. lim sin2x—cos2x—1

H% sin x —cos x

1+cos2x—2cosx

41, lim

x>0 2cosx—2

Asagidaki funksiyalarin kosilmazliyini toyin edin.

1

—, x2>1,
43, f()=qx

x, x<I.
45. f(x)=x"

2_
47, fxy==2

x—5

x* -1
49. =

/) X =3x+2

44. f(x)=x+1
46. f(x)=—
o
48, f(x)=—
sin x
50. f(x)=tgx
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III FOSIL. BIRDOYiISONLI FUNKSIYANIN
DIFERENSIAL HESABI.

3.1.Toramo anlayis1 vo onun handasi monasi.
Toramonin tarifi

1. Harakat edan néqtonin stirati hagqinda masala. Tutaq
ki, maddi noqtenin diizxatli harokot qanunu s = s(¢) kimi tosvir
olunur. Bu tonlik ndqtonin getdiyi s yolunu ¢ zamaninin funk-
siyast kimi ifado edir. Zamanin ¢ anindan ¢+ A¢ anina kimi
olan A¢r zaman araliinda ndqtenin getdiyi yolu As ilo isara

edok, yoni As = s(£ + At) —s(t) . ij nisboti # zamanindan ¢ + At

zamani arasinda olan vaxtda ndqtenin orta stireti adlanir. #-don
t + At zaman aralig1, yoni At no qader kicik olsa ¢ aninda orta
siirot ndqtonin horokotini daha yaxsi xarakterizo edor. Buna
goro do, verilmis ¢ aninda siirot anlayisini vermok tobii olard.
Bunun ti¢lin onu A7 — 0 sortinde #-don ¢ + Af -ys qader zaman
araligindaki orta siiratin limiti kimi toyin edok.

v komiyyati ndqtonin verilmis ¢ aninda ani siiroti adlanir.

2. Elektrik corayanmmin giicii hagqinda masala. Tutaq ki,
t zamanmda naqilin en kosiyindon axan elektrik miqdar1
O =0(t) kimidir; elektrik migdar1 zamanin funksiyasidir. Belo
ki, zamanm hor bir ¢ gqiymetino elektrik migdarinin miisyyon
qiymoti uygundur. Zamanm keg¢mosi ilo elektrik miqdarmin
doyisma siiratini miloyyan etmok {igiin coroyanin giicii anlay1-
sindan istifads edirlor. ¢ anindan ¢ + A¢ anina qodor A¢f zaman
araliginda gostorilon kasikdon kegon elektrik miqdarmi AQ ilo

: A S
isaro edok. T? nisboti ¢-don ¢+ Af-yo godor olan zamanda

coroyanin orta gilicli adlanir vo J, kimi isaro olunur. Sabit
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coroyan halinda J,_ sabit olar. ©gor dovrodo doyison

[
coroyandirsa, onda miixtalif zaman aralig: ii¢lin J,, miixtolif
olar. Buna goro do, doyison coroyanli dovra ii¢lin verilmis ¢
aninda coroyanin J giicli anlayig1 verilir. Bunun ii¢lin onu,

At - 0 sortindo ¢-don ¢+ Ar-yo qodor zaman araligindaki
corayanin orta giiciiniin limiti kimi toyin edok:

Diizxatli harokatin siirati haqqinda masaloya analoji

olaraq kimyovi reaksiyanin siirati hagqinda masalays baxilir.
3. Kimyavi reaksiyanin siirati haqqinda masala. Tutaq
ki, m = m(t) funksiyasi verilmisdir. Burada m, ¢t zamani anina

qador kimyovi reaksiyaya daxil olan hor hanst maddonin
miqdaridir. Zamanm Af¢ arttimma m komiyyatinin Am artimi

. Am . .
uygun golocokdir. A nisboti A¢ zaman araliginda kimyavi
reaksiyanin orta siirstidir. A¢ sifra yaxinlagdiqgda bu nisbetin
limiti, yoni lim—— Ilimiti ¢ zamanmin verilmis aninda

Ar—0 At

kimyovi reaksiyanin = siiroti

olar. A M {
4. Verilmis ayriya toxu-

nan haqqinda moasals. Tutaq !

ki, xOy miistovisindo oyri " }AY

y=f(x) tonliyi ilo veril- ﬂb};“’

misdir. Bu oyriye verilmis AL T

M, (x,, f(x,)) ndqtesinda to- ? ' '

xunan kecirmok lazimdir. Belo Sokil 2.

ki, M, toxunma ndqtesi verilmigdir. Onda mosolonin halli
liclin axtarilan toxunanm bucaq omsalini, yoni Ox oxundan
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miisbat istigamotds toxunanin meyl bucaginin tangensini tap-
maq tolob olunur (sokil 2).

M, (x,, f(x,)) va M'(x, +Ax, f(x, +Ax)) noqtalerin-
don M M' kasonini kegirak. Sokil 2-don goriiniir ki, M M’
kosoninin tgo bucaq omsalt

Ay
tga =—
S

nisbating barabardir. Burada
Ay = f(x, +Ax) = f(x,).

Verilmis oyriyo M, ndqtesinde M, toxunanmin
bucaq omsali asagidaki torif osasinda tapila bilor: M, ndg-
tosindo oyriys toxunan elo M T diiz xottino deyilir ki, onun
bucaq omsali Ax —>0 sortindo M M’ kosoninin bucaq
omsalmin limiti kimi tayin olunsun . Buradan alnir ki,

. . A
o= g =i

Indi tdromonin torifini verak.

Tutaq ki, y = f(x) funksiyas1 (a,b) intervalinda toyin
olunmusdur. (a,b)-don hor hans1 x qiymatini gétiirok. Ilkin x
qiymotine Ax artimi1 verorok (miisbat vo ya moenfi) bu
araligdan yeni x+ Ax qiymatini gotlirok. Arqumentin bu yeni
qiymatino funksiyanin da yeni y+Ay= f(x+Ax) qiymati
uygun olar, burada
| Ay = f(x+A0) - £ ().

Indi Ax artimina bolok:
Ay _ f+A) - f(x)
Ax Ax '
Bu Ax -don asili funksiyadir.
Ogor Ax sifra yaxinlagdigda funksiya artiminin arqu-
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ment artimma olan Ey nisbatinin limiti varsa, onda bu limit

y = f(x) funksiyasmm x noqtesinds téromoasi adlanir vo
y' voya f'(x) kimi isars edilir:
oy s A S+ Ax) — f(x)
Y=, = lim == lm, e - ()

Toéromoni isaro etmok iiclin homginin d—y simvolundan
X

da istifado etmok gobul olunmusdur.
.. Ay o AN
ogor sag AXIL%}OE limiti (vo ya sol AXIL%}OE limiti)
varsa, onda bu limit f(x) funksiyasinin x noqtesindo sag (vo

ya sol) toromosi adlanir.

Funksiyanin  toromosinin  tapilmast omoli onun
diferensiallanmas1 adlanir vo x noqtesindo téromasi olan
funksiya bu noqtods diferensiallanan funksiya adlanir.

Masalon, y = x funksiyasmin téromasini tapaq. Burada

_ A Ay AY
y+Ay—x+Ax,Ay—Ax,E—1,Al£10§—l,

yoni y'=1.
Teorem. Ogor y = f(x) funksiyasi hor hanst x

noqtesinda diferensiallanandirsa, onda homin funksiya bu
noqtado kosilmozdir.
Isban. (1) diisturuna asason

Ay
— ="+ o(Ax
pvab (Ax)

oldugunu yaza bilorik, burada a(Ax) sonsuz kigikdir. Buradan
Ay = y'Ax + a(Ax)Ax  va ixirn0 Ay=0, yoni y = f(x) funksi-

yasi verilmis x ndqtesinds kasilmozdir.
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3.2.Elementar funksiyalarin toramslari.
Diferensiallama qaydalan

Tutaq ki, u vo v, x arqumentinin funksiyalari-dir vo

uygun olaraq u' va 0" téramolorina malikdirlar.
Comin toramasi. Tutaq ki, y =u +v . Onda alariq ki,

y+Ay =(u+Au)+(L+Av),

Ay Au A
Ay=Au+Av, 2 =21, 20
At Ax
im 2 = tim 2% 4 1im 22,
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX
yani
y,:u,'i‘l),’
Vo ya

u+v) =u"+0".

Qeyd edok ki, iki toplananin cominin diferen-
siallanmas1 qaydasi istonilon sonlu sayda toplananin cobri comi
halinda da dogrudur.

Hasilin toramasi. Tutaq ki, y =u v . Onda alariq ki,

Vv+Ay =u+Au)(L+Av) =uv+VAu+uAv+Au - Av,

Ay = VAu+uAv + Au-Av, &=&U+£u+&AU
Ax Ax

lim&=u lim&vtu lim£+ limA—~ lim Av =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax A—0 Ax  A—0 Ay Ax—0
=vu'+uv'+u'-0.
Burada v funksiyasmin kesilmazliyindon (kesilmazlik funk-
siyanin diferensiallanan olmasindan alinir) istifade edilorak

IimAv=0

Ax—0
oldugu yazilmisdir. Beloliklo,
Yy =uv+uw' voya (uv) =u'v+uv' (1)
Sabit vurugun toroma isarasindon konara ¢ixarilmast.
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Belo ki, (¢)' =0, onda (1) diisturundan bilavasits alariq ki,
(cu)' =cu'.

Nisbatin toraomasi. Tutaq ki, y = Z, burada v #0. Onda
v

alariq ki,
+A A
y+Ay=u u’Ay:u+ u_u_
v+Av v+Av v
_(u+Au)o—u(v+Av)  vAu—-uAv
(v+Av)v (L+Avw’
Au Av
Ay ALDTU
Y Ax Ax
Ax  (L+Av
. Au . _Av
A vlim——ulim— , ,
hm—y: Ax—0 Ax Ax—>0 Ax =Uu —Uuv
A0 Ax (v+ gmo Av)v (L+0p’
yani

!

, ou' —ud' u u'v—uv'
y=—17 vy (—j ==
v v v
Miirakkab funksiyamin téramoasi. Tutaq ki, y=@(x)
oldugda z= f(y) olur vo hom do f()-nun y -o gors, ¢(x)-
in is9 x-o goro toromolori var. Onda z, x-in miirokkob

funksiyasi olar ki, burada z-in x -0 gdro téromasnin tapilmasi

Az
talob olunur. Alariq ki, —=— Ly va buradan
Ax Ay Ax

fim 5 = fim £ i
va ya

& _dz dy

dx dy dx’
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Tors funksiyamin toromasi. Tutaq ki, y = f(x) vo
x=@) qarsiligh tors funksiyalardir. Ogor y=f(x) funk-siyasi
sifirdan fargli f'(x) téromosino malikdirss, onda tors funksiya
da @'(y) téromosino malik olar va

1 1

—— Voya x|, =—. 3)
S'(x) o
Dogrudan da, y = f(x) vo x=¢(y) qarsihigh tors

o'(y)=

funksiyalar oldugundan x = qo[ f (x)] olar. Buradan, miirokkob
funksiyanin diferensiallanmasi ii¢lin (2) diisturundan istifado
etsok alariq ki,
1=9¢'(y)- f'(x)
vo buradan da axtarilan (3) diisturu alinar.
Osas elementar funksiyalarin toromolorini asa-gidaki
cadvaldo gostorak.

1. (¢)=0 2. (u+v) =u"+0'
3. (w) =u'v+uv’ 4. (cu)' =cu'
5. (_j _u-w 6. v =L
v v v
7. W) =ou"u' 8. (a") =a"u'lna
9. (") =e"u 10. (log, u)' =
ulna
11. (lnu)':u— 12. (sinu)' =u'cosu
u
13. (cosu)' =—u'sinu 14. (tgu)' =—
cos” u
15. (ctgu)' =— .uz 16. (arcsinu) = 4
sm”u 1—u2
u' 14

18. (arctgu)' =
1—u2 I+u
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!

u
1+u®
Burada u =u(x) va v =uv(x)-diferensiallanan funksi-

19. (arcctgu)' =—

yalardir; y = f(x) vo x = ¢() -qgarsiligh tors funksiyalardir vo
hom do y = f(x) sifirdan forqli téromoays malikdir.

3.3.Funksiyanin diferensiali.
Diferensialin handasi monasi

Toromonin
. Ay ,
i =7
tarifindon alariq ki,
Ay
—— =y'+a, 1
y (1)

burada Ax — 0 oldugda o = a(Ax) sonsuz kigikdir.

(1) boraborliyinin hor iki torafini Ax -9 vuraq:

Ay = y'Ax + a/x.
Tutaq ki, y"#0. Onda y',Ax-don asili olmadigindan birinci
y'Ax toplanani Ax -0 nozoron xottidir. Ax — 0 sortindo bu
toplanan sonsuz kigikdir, lakin onun kigiklik tortibi ikinci
toplananin kigiklik tortibindon asagidir. Belo ki, biitiin »"# 0
qiymatlori tigiin
A _ i % ),
Ax—0 y’Ax Ax—0 y’

Buna goro do y'Ax toplanani funksiya artimmin bas hissosidir.

Bu toplanan y = f(x) funksiyasinin diferensiali adlanir vo dy
vo ya df (x) simvolu ils isars edilir. Belalikls, dy = y'Ax .
Diferensialin hondosi monasini izah etmok {igiin
v = f(x) funksiyasinin qrafikino M(x,y) noqtesindo MT
toxunanini ¢okok vo onun Ox oxunun miisbot istigamoti ilo
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omolo gotirdiyi meyl bucagini ¢ ilo isars edak (sokil 3).
Belo ki, tgo=f"(x)
oldugundan dy =tg@Ax olar.

Buna goro do MLN iigbuca- " (, /.
gindan alinir ki, dy diferensiali

y

4y

toxunanmn arqumentin Ax arti- M
mina uygun ordinat artimudir. i |
dx = x"Ax = Ax i
oldugunu, yoni asili olmayan = PR T

doyisonin diferensialinin  onun
artimma borabar olmasini nozoro
alsaq alariq ki,

Sakil 3.

dy = y'dx. 2

Belolikls, funksiyanin diferensiali onun toromosi ilo
asili olmayan doyisonin diferensiali (vo ya artimi) hasiling
barabordir.

(2)-don alariq ki,

y=2,
dx

yani funksiyanin téromosi bu funksiyanin diferensialinin arqu-
mentinin diferensiali nisbatine borabardir.

Bu iso ovvollordo téromonin d—y kimi isaro edilmosi
X

addimmin dogru olduguna dolalat edir.
Diferensialin vo téromenin tapilmasi omollorinin iimu-
miliyina goro bunlarin har ikisi diferensiallama adlandirilir.

3.4.Miirakkab funksiyanin diferensiali.
Diferensiallar cadvali

Miirokkaeb funksiyanin diferensiali {igiin ifadoni tapagq.
Tutaq ki, y =¢(x) oldugda z = f(y)-dur vo hom do f(»)-nin

~T7 ~



y -9 nazaran, @(x)-in isa x -2 nazaran toromoalari vardir. Onda

miirokkab funksiyanin diferensiallanmasi qaydasina osason

dz , ,
i S (0e'(x)

vo buna gors do
dz = f(»)g'(x)dx

olar. Lakin
¢'(x)dx = dy
oldugundan funksiyanin diferensialini
dz = f(y)dy
soklindo alariq.

Belolikla, miirakkab funksiyanin diferensialinin forma-
simin araliq arqumenti sarbast dayison olan halindaki diferen-
sialin formasi ilo eyni olundugu alindi. Basqa sozlo diferen-
sialin yazilis formas1 funksiyanin arqumentinin sarbast dayisen
olmasindan va ya bagqa arqumentin funksiyas1 olmasindan asili
deyil. Diferensialin bu xassosi diferensialin formasmin inva-
rianthig1 (doyismazliyi) adlanir.

Indi iso bozi funksiyalarin diferensialinmn tapilmast iigiin
diisturlarini asagidaki cadvaldo gostorak.

1. dc=0 2. du+v)=du+dv
3. d(uv) =vdu +udv 4. d(cu)=cdu
5. d(szw 6. d(u®) = o du
v v
7. d(a")=a"Inadu 8. d(e")=e"du
9. d(log,u)= du 10. d(inu) =™
ulna u
11. d(sinu) = cosudu 12. d(cosu) = —sinudu
13. d(tgu) = d”j 14, d(ctgu):—,dib;
cos” u sin” u
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du du

15. d(arcsinu) =—— 16. d(arccosu) =—
1-u’ 1—u?
17. d(arctgu) = du2 18. d(arcctgu) = — du2
I+u I+u

Burada u =u(x) vo v=uv(x) - diferensiallanan funksiyalardir.

3.5.Yiiksak tartibli toromalar va diferensiallar

Verilmis diferensiallanan  y = f(x) funksiyasinin
y' = f'(x) téramasi onun birinci tortib téromosi adlanir vo hor
hanst yeni funksiyani tosvir edir. Birinci tortib tdromonin
toromasina ikinci tortib téromo vo ya ikinci téromo deyilir vo
y'=(") vo ya f"(x) kimi isaro olunur. Ogor ikinci tortib
toromonin téromasi varsa, onda bu téromo {igiincii tortib vo ya
tiglincli téromo adlanir vo y" =(»")" vo ya f"(x) kimi isaro
olunur v s.

Umumiyyotlo, n—1 tortib téromonin tdromosi n -ci
tortib vo ya n -ci téromo adlanir vo " = (")’ kimi isara
olunur.

Ogor y = f(x) funksiyasmin n -ci tortib do daxil ol-
maqla toramalori varsa vo bu téramalor kasilmozdirse, onda bu
funksiya n dofs kasilmoz diferensiallanan funksiya adlanir.

Dordiincii, besinci vo daha yiiksok tortib téromalor

ham¢inin rum rogomlorinin kdmayi ilo do isare olunurlar:
vy ) L,

LYYyt vas.
Istonilon tortib tdromolor {iciin comin diferensial-

lanmas1 (u+v)" =u"™ +v"™ vo sabiti tdromo isarosi xaricino
¢ixarmagq, (cu)"™ = cu'” qaydalar1 asanligla iimumilosir.
Indi iki funksiyanin yv hasilinin 7z -ci tortib tdromo-

sinin hesablanmasina imkan veran diisturu verak. Hasilin va
comin diferensiallanmasi qaydalarini totbiq etsok alariq ki,
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V' =u'v+uv',
Y'=u"v+u'v' +u'v' +uv" =u"v+2u'v +u’,

ym =u"v+u"V" +2u"V +u'V" +u" + 2u'v" =

n.n

u"v+3u"v" +3u'V" +uv".
Diferensiallama prosesini davam etdirorak, asagidaki
diisturu alariq:
(D)t n(n—1) RN
1-2
+ n(n=l)--(n=k+1D) u" o™ o™,
1-2---k
Bu Leybnis® diisturu adlanir.
Indi iso yiiksok tortibli diferensiallari gdstorok.
Tutaq ki, x sorbast doyison olmaq sorti ilo y = f(x)

o) =u"v +nu et

funksiyasi verilmisdir. Onun dy = f'(x)dx diferensiali x -don
asil1 hor hansi funksiyadir. Burada x -don ancaq birinci f'(x)

vurugu asil ola biler. Ikinci vuruq iso sorbost x doyisoninin
artimidir vo bu doyigonin qiymatindon asili deyil. Belo ki,
dy, x -don asili funksiyadir vo bu funksiyanm diferensialindan

danigsmagq olar.
Funksiyanin diferensialinin diferensialina bu funk-
siyanin ikinci tortib diferensiali vo ya ikinci diferensiali deyilir

vo d(dy)=d’y isaro edilir.

Demoki, ikinci diferensialin ifadesi d”y = ( f'(x)dx) dx
olar. Belo ki, dx, x-don asili olmadigindan diferensiallama
zamani tOromo igarosinin xaricino ¢ixarilir. Onda alariq ki,
d*y = f"(x)(dx)’ = f"(x)dx* Burada (dx)*ovozino dx’ yazirlar.

Funksiyanin ikinci diferensialinin diferensialina onun
ticlincii tortib vo ya liciincii diferensiali deyilir vo

d’y=d(d’y)=(f"(x)dx*)dx= f"(x)dx’.

? Qotfrid Leybnis (1646-1716)-alman filosofu va riyaziyyatgisi
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Umumiyyetlo (n—1)-ci diferensialin birinci diferensia-
lina funksiyanin » -ci tortib diferensiali vo ya n -ci diferensialt
deyilir:

d"y=d(@d" " y)=(f""(x)dx"") dx = f (x)dx". (1)

Buradan » -ci tortib téromo iiglin digor yazilis formasi

alinir:

4"y
f (x)_dx”' (2)

Qeyd edok ki, (1) vo (2) baraborliklori (7 >1 olduqda)
imumiyyatlo desok, ancaq x sorbost doyison olan halinda dog-
rudur. Dogrudan da, tutaq ki, z= f(»), ¥y =¢(x) mirokkab
funksiyasi verilmigdir. Onda

dz = f](y)dy 3)
olar. (3) diisturundan istifads etsok alariq ki,
d’z=d(f)(y)dy).
Lakin burada imumiyyatlo desok, dy =¢'(x)dx ifadoasi

x -don asilidir vo buna goéra do hasilin diferensiali iiglin diistura
osason

d*z=d(f](y)dy+ f}(y)d(dy)
Vo ya
d*z = fL(y)dy)" + f)(»)d’y
olar. Burada
d’y = y"(x)dx’.
Analoji olaraq d’y va s. diferensiallar1 tapmagq olar.

3.6.Diferensiallanan funksiyalarin xassalori

1. Ferma® teoremi. Ogor (a,b) intervalinda toyin olun-

* Pyer Ferma (1601-1665)-fransiz riyaziyyatgisi
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mus y = f(x) funksiyasi bu intervalin har hansi ¢ noqtesindo
on boyiik (vo ya on kigik) qiymotini alirsa vo f'(c) toromosi
varsa, onda f'(c) =0 olar.

Isbati. Forz edok ki, ¢ noqtesinde f(x) funksiyasi on
bdyiik qiymatini alir. ¢ qiymatine kifayst qoador kigik Ax artimi
verak. Onda f{c+Ax)<f(c). Ax <0 olduqda

& fler M- f©)
Ax Ax

vo buna gors do,

Ay
A}L%}OE—J"(C)ZO )

A
Ax>0 olduqda Ey <0 vo buna
goro do

g = /1050 @ /T

olar. (1) vo (2) borabarsizliklorindon

o
alinir ki, 1'(c)=0. 0! ¢ X
Teoremin hokminiin hondasi Sakil 4.

monasi ondan ibaratdir ki, y = f(x)

funksiyasinin grafikino absisi ¢ olan ndqtods ¢okilmis toxunan
absis oxuna paraleldir (Sokil 4).
2. Roll’ teoremi. Ogor f(x) funksiyast [a,b]

parcasinda koasilmoz, (a,b) intervalinda diferensiallanandirsa
va bu parganin uc noqtalorinds barabor f(a) = f(b) qiymatlo-
rini alirsa, onda (a,b) intervalinda elo ¢ noqtesi var ki,
f'(c) =0 olar.

Isbani. Belo ki, f(x) funksiyasi [a,b] pargasmda ko-

> Misel Roll (1652-1719) — fransiz riyaziyyatcist
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silmaz oldugundan, malumdur ki, bu funksiya homin parcada
Oziinlin on boyiikk M vo on kicik m qiymetlorini alir. Ancaq
iki hal miimkdindiir.

1. M =m. Onda f(x), [a,b]-do sabit olar; hagigoton
do, bu halda m< f(x) <M borabarsizliyi [a,b]-don olan
biitiin x -lor tiglin f(x) =M boarabarliyina ¢evrilor. Buna gora
do, (a,b) intervalmm istonilon néqtasinds f'(x) =0 olar.

2. M>m. Belo ki, f(a)=f(b) oldugundan, f(x)
funksiyasi onda M vo ya m qiymotlorindon he¢ olmasa birini
hor hansi ¢ (a <c<b) noqtesindo
alar. Onda Ferma teoremino goro
f'(c) =0 olar. Teorem isbat olundu.

Roll teoremi hondosi olaraq o
demokdir ki, agar y = f(x) oyrisinin
konar ordinatlar1 borabordirss, onda
oyri lizorindo toxunani absis oxuna Sakil 5.
paralel olan noqta tapilir (Sakil 5).

3. Lagranj® teoremi. Ogor f(x) funksiyasi [a,b] par-

casinda kasilmoz va (a,b) intervalinda diferensiallanandirsa,
onda (a,b) intervalinda el ¢ noqtasi var ki, bu noqtado

b) —
FOZTD _ pe ®
barabarliyi dogru olar.
Isbat. Forz edak ki,
f®)-f@ _, @)

b—a
vo komok¢i ¢@(x)= f(x)— f(a)—A(x—a) funksiyasina ba-
xaq. Bu funksiya ti¢ kosilmoz vo diferensiallanan funksiyanin
cabri comi kimi Roll teoreminin ilk iki sortini 6doyir. Bu halda

% Jozef -Lui Laqranj (1736-1813) — fransiz riyaziyyatcisi vo mexaniki
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p(a)=@(b) =0. Demali, ¢(x) funksiyasina Roll teoremini
totbiq etmok olar. Basqa s6zlo a < c < b sortini 6doyan els ¢
noqtasi var ki, ¢'(c)=0 olar, ¢'(x)= f'(x)— A oldugundan
f'(c)-A=0 voya A= f'(c) alinar. Buradan (4)-ii nozars al-
maqla (3) baraborliyinin dogrulugu almar.

Laqgranj teoreminin sado handasi monasi vardir (Sakil
6): y=f(x) funksiyasmin grafikindo 4 vo B noqtalori
arasinda elo daxili C noqtesi var ki, qrafiko C ndqtosindo
cokilon toxunan 4B votoring paralel olar. Dogrudan da, (3)
barabarliyinin sol torafi AB vatarinin bucaq omsali, sag torofi
iso grafiko C noqtoesindo ¢oki-
lon toxunanim bucaq omsalidir.

Qeyd edok ki, Laqranj
teoremi Roll  teoreminin
imumilogmasidir. Belo ki,
f(a)=f(b) olarsa, onda (3) 4
barabarliyindon f'(c)=0 ol- ;
dugu almur.

(3) diisturu Laqgranj diis- Sakil 6.
turu vo ya sonlu artimlar diisturu adlanir. Homin diisturdan

f(®B)=f(a)=f"(c)b-a)
oldugu almar. Nohayat, a vo b ovozino x, vo x gotiirsok vo
Ax = x—x,, Ay = f(x) = f(x,)

isaro etsok, Laqgranj diisturunu
Ay = ['(c)Ax

[ —
[S]] S
=Y

soklinds yaza bilorik.
Lagranj teoremindon asagidaki natico alinir.
Natica. Ogor (a,b) intervalinda f'(x) =0 olarsa, onda

bu intervalda f(x) funksiyasi sabit olar.
Isban. Baxilan intervalda x, <x, sortini ddoyon ix-
tiyari x, vo x, qiymatlorindo Laqranj teoremi odonilir, yoni
~ 84 ~



f(x) = f(x)=f'(e)(x, —x,), burada x, <c<x,. f'(c)=0
oldugundan f(x,)— f(x,)=0, yoni f(x,)= f(x,) olar. Bu
iso o dekmokdir ki, (a,b) intervalinda f(x) = const.

4. Lopital’ gaydasi. Birinci fasilds iki sonsuz kigilon vo
ya sonsuz bdyliyon nisbotinin limitlorinin tapilmasmin bozi

. . 0 : .
yollar1 ilo yeoni, uygun olaraq 0 vo 2 soklindo qgeyri-
(e8]

mioyyonliklorin agilmasi ilo tanig olduq. Burada homin qeyri
miioyyanliklorin agilis1 {iciin yeni sado qaydaya baxilir. Bu
Lopital qaydasi adlanir. Tutaq ki, f(x) vo ¢(x) funksiyalari

a ndqtosinin miioyyon otrafinda (e nodqtosinin 6zii miistosna
oluna bilar) tayin olunub va diferensiallanandirlar. Tutaq ki, bu
funksiyalar homin ndqtads eyni zamanda ya sonsuz kicik, ya da
sonsuz boyiikdiirlor.

Teorem. 1ki sonsuz kiciyin vo ya sonsuz bdyiiyiin
nisbotinin limiti onlarin téromolori nisbotinin limitino (ogor
axirinct limit varsa) boerabardir, yoni

fim 7 _ iy L)
xX—a q)(x) xX—a q) (x)
Qeyd edok ki, Lopital qaydast a ododi o simvolu olan

halinda da dogrudur.
Digor

0-00, 0°, 0%, 17, w—o0
qeyri-miloyyanlik hallar1 da eynilik ¢evirmolorinin kdmayi ilo

0 0 . D . L
osas 0 va ya — tip qeyri-miloyyanliklora gotirilir.
o0

Masalon, lim xlnx. Burada 0-co soklindo qeyri-

x—0+0

mioyyonlikdir. Verilmig ifadoni

7 Hilom Lopital (1661-1704) — fransiz riyaziyyatcist
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) . Inx
Im xInx= lim ——
x—0+0 x—0+0 |

X
kimi yazmaqla ® soklinda geyri-miioyyanlik alariq. Buradan,
o0

Lopital qaydasini totbiq etmoklo aliriq ki,

1
lim xInx= lim —*— =— lim x=0.
x—0+0 x—0+0 x—0+0
T2
X

3.7.Teylor diisturu

Qaliq haddi Laqranj saklinda olan Teylor diisturu.
Teorem. Tutaq ki, f(x) funksiyasmin (a,f) inter-
valinda (n+1)-ci tortib do daxil olmaqla biitiin tortib toro-

molori var. Onda bu intervalin ixtiyari x vo geyd olunmus a
noqtalori tigiin

S(x)=f(a)+ f'l('a) (x—a)+ f"z('a) (x—a)* +..+
' ' (1)
() . ()
e IR

diisturu dogrudur. Burada ¢, x vo a arasinda yerlosir, yoni
c=a+60(x—a) vo 6 odadi 0 vo 1 arasinda yerlogmisdir, yoni
0<6O<1.

(1) diisturuna Teylor® diisturu vo bu diisturun sag toro-
findaki axirinci toplanan Teylor diisturunun Laqranj soklinda
qaliq hoddi adlanir.

Teylor diisturunun elementar funksiyalara tatbiqi. Toq-

¥ Bruk Teylor (1685-1731) — Ingilis riyaziyyatcist
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ribi diisturlar. Teylor diisturunun x=0 halina uygun olan xiisusi
hal1

re= 1+ L0 L0

n ' n+l ' (2)
+f( )(0)xn+f( )(C)an

n! (n+1)!

diisturudur. Burada c¢=06x. Bu diistur Makloren’ diisturu
adlanir. Burada

(n+1)

rn ()C) — f (C) xn+1
(n+1)!

qaliq haddidir.

Bu diisturla bazi elementar funksiyalarin ayriligmi verak.
1. Tutaq ki, f(x)=e". Onda istonilon natural & vo

istonilon x ii¢iin /™ (x) =" olar. Xiisusi halda x=0 olduqda

f0)=1 vo f ®(0)=1 olar. (2) diisturuna osason €' funksiyasimin
ayriligmi aliriq:

2 xn xn+1

+ e
n!l  (n+1)!

ex=1+x+%+...+ ¢ 3)
(3) barabarliyindan toqribi

. x? x"
e ~l+x+—+..+
21

n!
diisturunu alariq. Bels ki, burada qaliq hadd

n+l

X

c

r(x)= e
() (n+1)!
oldugundan, onda, mosolon x >0 olduqda r, (x) -in xatas1
xn+1
0<r (x)< e’ 4
2 (%) (n ] 4)

? Kolin Makloren (1698-1746) — Sotlandiya riyaziyyatcist
~ 87 ~



kimi qiymatlonar. Xiisusi halda x=1 olduqda e adadinin taqribi
qiymatini alariq:
~l+1+— ! +.. +l
2! n!

2. Tutaq ki, fl{x)=sinx. Onda f"(x)=cosx, f"(x)=-sinx,
7 (x)=-cosx, f " (x)=sinx, 1 "(x)=cosx.... Buna géro do f{0)=0,
F(0)=1, (0)=0, f7(0)=-1, £”"(0)=0, £"(0)=1 va sonra da qiy-
moatlor novbalosir.

Ogor n=2m gotlirsak, (2) diisturuna asason alariq ki,

x3 xS x7 me -1

sinx=x—"—+"—-"—+. . +(-)"" ——
357 (2m— 1)'
2m+1
+(=1)" ——cosc.
2m+1)!

(5) ayriligindan

)

‘ 2m+1
s )‘ 2n+1)!
barabersizliyi ilo qiymatlonon 7, (x) xotali toqribi
3 xS 7 2m—1
smxrx——+——-——+...+(— )’"17
335 7' (2m-1)!

diisturunu alariq (bels ki, istonilon ¢ iigiin |cos | < 1).

3. Analoji olaraq f'(x)=cosx olduqda, alariq ki,

2 x4 me

cosle—x—+——...+(—l)m +
204 (2m)!

2m+2

+ (=)™ ———cosc
(2m+2)!

(6)

vo buradan
2 m+2

(2m +2)!

r, ()] <
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xatal1 toaqribi

2 4 2m
X Xx X
cosx~l-—+——...+(-1)"

2 4 (2m)!

diisturunu alariq.

4. Tutaq ki, f(x)=(+x)", burada n-natural ododdir.
f(x)-1 ardic1l olaraq diferensiallasaq alariq ki,

') =n0+x)"", f'x)=nn-DA+x)"7,...,

fP@)=n(n-1..(n-k+DA+x)"",.., " (x)=n
(n-don boylik biitiin tortibli toromoalor sifra borabordir).
Buradan
AO=1, f(0)y=n, f(O)=n(n-1),... f PO=nn-1)...(n-k+1),...
o f(0)=0!

(2) diisturuna osason

(1+x)" 0D o

N n(n—l)...(n—k+l') ™

k!
barabarliyini alariq ki, bu da Nyuton binomu adlanir.

Aydindir ki, (3), (5), (6), (7) baraborliklori x-in biitiin
qiymatlorinds dogrudur.

et
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A S I

III FOSILO AID CALISMALAR

y=2x"+3x-5,y'(0)=2y1)=? y'(2)=?
y=x"-3x"=2x+1, y'(0)=? y'(1)=?
y=£-202+2, y'(-1)=? y'(a) =?
y=3x"+x+5, yY()=? y'(a+b)="?

12.
14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.
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y=2"4+2+x, y()=?y'(2)="?
y=x+x*+5, y'(-1)=?
y=ax +a’x’ +a’x, y'(a)="?
y=x"+nx, y(a)=?y'(a+b)=?
3
. y= 1+x2 11_ y:x?
y=(x+3)(4x* -5) 13. y=(x-5"*(x+3)’
y=8-x 15. y=1-2x°
y=cos2§ 17. y=(x—1Wx
x+2 3
= 19. y=
g X 4 |
_ L 2. y=2fx 45
y== . T
. x -3
=sin x° 23.y=
g 4 5-x
y = (tgx—ctgx)’ 25. y = arcsin ——
1+ x* )arctgx —x _
y=( ) ¢ 27. y=arctg£+ln rd
2 X x+a



28.

30.

32.

34.

36.

38.
40.

41.

42.
43.

44,

45.

46.

48.

50.

3x—4

= 29. y=(a’—x*)°
4 2x+3 y=( )
y=x(2x-3)(4x+5) 31. y=+4+x’
y = arctg(x”) 33. y=In x+l

x—1

yz%tg3x+tgx 35. y=e"", y'=?
y=arctgx, y'=? 37. y=sin2x, y"=?
y:ex+x2’ y(IV) =9 39. y:eZ)c’ ym:?
y=xlnx, y"=?

y=x+3x"+4, y =2
y=+x+1)e™, dy=2
y=2x+ctg2x, d'y=?

2
d’y dy+2y=0

y =e" sinx . Gostarin ki,

? dx
d’y
x=2t";y=3t =?
Yy dx2
Lopital qaydasindan istifads edarok asagidaki limitlori tapin:
. In .t
lim — 47. lim-2%
x>l x—1] =0 x
X . 1 6
lim — 49. lim ——
x40 @ -3\ x=3 x°=9
lim<—<
0 sInx
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IV FOSIL. BIRDOYiISONLI FUNKSIYANIN
INTEQRAL HESABI.

4.1.ibtidai funksiya. Qeyri-miioyyon interqal anlayisi

Maddi ndqtenin verilmis horoket gqanununa gors onun
ani siiratinin tapilmasi haqqinda mosoloye baxmisdiq. Ogor
horokotin baslangicindan etibaron ndqtonin ¢ miiddstindo
getdiyi yol s =s(¢) -dirse, onda ¢ aninda v ani siirot s(¢) funk-
siyasinin toromosina barabordir, yoni

v=s'().

Fizikada tors masalays rast golinir: verilon v =wv(r)
stirating goro horakot qanunu, yoni téromasi v(¢)-ya berabar
olan s(¢) funksiyasi tapilir, hom¢inin maddi néqtonin verilon
tocilino goro onun siiratini vo horokot ganununu toyin edon
masaloya baxilir. Bunlar mexanikanm miithiim mosslolori hesab
olunurlar. Homin masalolor riyazi problems — funksiyanin
verilon téromosino goro Oziiniin, daha dogrusu, ibtidaisinin
tapilmasina gatirilir.

Homin problemi nazordon kegirok vo hal-hazira kimi
rastlasmadigimiz ibtidai terminini aydinlasdiraq.

Ibtidai funksiya. Tutaq ki, F(x) va f{(x) funksiyalar1 (a,b)
intervalinda toyin olunmusdur. 9gor F(x) funksiyasinin (a,b)
intervalinda téromosi varsa vo

Vxe(a,b)—> F'(x)=f(x) ()
baraborliyi 6donilorso, onda F(x) funksiyasina (a,b) interva-
Iinda f(x) funksiyasinin ibtidai funksiyast (vo ya sadaco
ibtidaisi) deyilir.

Qeyd edok ki, ogor f(x) vo F(x) funksiyalar1 [a,b]
par¢asinda toyin olunursa, eyni zamanda F(x) funksiyasi (a,b)
intervalinda diferensiallanandirsa, [a,b] par¢asinda kosilmoz-
dirso vo biitlin x € (a,b)-lor iiclin (1) boraborliyi 6donilarsa,
onda F(x) funksiyasina [a,b] parcasinda f{x) funksiyasinin ibti-
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daisi deyilir.

Ogor F(x) funksiyasi (a,b) intervalinda f(x) funksiya-
smin ibtidaisidirso, onda c¢ sabitinin istonilon qiymotindo
F(x)tc funksiyas1 da (a,b) intervalinda f{x) funksiyasinin
ibtidaisidir.

Teorem. Ogor F(x) vo F,(x) funksiyalar1 (a,b)
intervalinda f{x) funksiyasinin istonilon ibtidaileridirss, onda

Vxe(a,b) > F,(x)=F(x)+c (2)
barabarliyi 6donilir, burada c-sabitdir.

®(x) = F,(x)— F(x) forz edok. Ibtidainin torifino vo
teoremin gorting gors

Vxe(a,b) > F)(x) = f(x) AF(x) = f(x)
baraborliklori 6donilir. Buradan alinir ki, ®(x) funksiyasi (a,b)
intervalinda diferensiallanandir vo

Vxe(a,b)—>d(x)=0
baraborliyi dogrudur.
Vxe(a,b) > ®(x)=c=const,
Vo ya
Vxe(a,b)—> F(x)=F(x)+c,
yani (2) boraborliyi dogrudur.

f(x) funksiyasmnin hor hansi A araligindaki biitlin
ibtidailori kiilliistine homin araliqda f funksiyasmin qeyri-
miioyyan inteqrali deyilir vo J- f(x)d x kimi igars olunur.

Demoli, F(x) funksiyasi f(x)-in hor hansi ibtidai funk-
siyasidirsa, onda

[f)dx={F(x)+c}.
Bu baraberliyi homiso
[fxdx=Fx)+c 3)
soklinds yazirlar.
Burada F(x) — A araliginda f funksiyasmin ibtidailorin-
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don biridir. finteqralalt1 funksiya, f{(x)dx inteqralalt: ifadadir.

Inteqralalt1 ifadeni F/(x)dx vo ya dF(x) soklindo yazmaq
olar, yani

fx)dx=dF(x). 4)

Verilon funksiyanin geyri-miioyyan inteqralinin tapil-
mas1 amoali, diferensiallama omoalinin torsidir vo inteqrallama
adlanir. Buna goro téromo iiclin istonilon diisturu, yoni
F(x)=f(x) soklinds diisturu, (1) soklinds yazmagq olar.

Istonilon funksiyanin ibtidaisi varmi? Xeyir, yoxdur.
Lakin golocokda gostoracayik ki, [a,b] parcasinda kasilmayon
har bir f{x) funksiyasmin homin pargada ibtidai funksiyasi, yoni
qeyri-miioyyon inteqrali var vo buna gors do verilon funksiya
miloyyon ndqtolords kosilon olduqda, onun kosilmoz oldugu
ayri-ayr1 interval v ya parcalarda inteqralindan danigsacagiq.

Inteqrala qeyri-miioyyon ad1 verilmasi onun giymotinin
konkret (miiayyon) bir funksiya olmayib, sonsuz sayda funksi-
yalar (¢coxlugu) olmasi ilo slagodardir.

4.2.Qeyri-miidyyan inteqralin xassalari

Integralin torifindon aydindir ki, verilon f{x) funksiya-
siin inteqralmi tapmaq (hesablamaq), onun biitiin ibtidai funk-
siyalar1 ¢coxlugunu tapmaq demokdir. Bunun {i¢iin iso onun bir
ibtidai funksiyasmi, yoni F'(x)= f(x) baraborliyini 6doyan
F(x) funksiyasin1 bilmok kifayatdir. Bu halda

jf(x)dx =F(x)+c
barabarliyinin dogrulugu baxilan araligin biitiin ndqtalorinde
F'(x)=f(x)
miinasibatinin 6donilmasing ekvivalentdir. Belaliklo,
[rdx=F)+e
barabarliyinin dogrulugunu yoxlamagq ii¢lin onun sag torofinin

toromoasinin inteqralalt1 f{x) funksiyasina borabor oldugunu
yoxlamagq kifayotdir:
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(F(x)+c) =F'(x)= f(x).

Bu zaman yadda saxlamaq lazimdir ki, iki geyri-miioy-
yan inteqralin vo ya qeyri-miioyyan inteqrallar daxil olan iki
ifadonin barabarliyi iki ¢oxlugun (ibtidai funksiyalar ¢coxlugu-
nun) borabarliyi demoakdir.

Deyilonlardan istifado edorak, inteqralin bir sira xasse-
lorini isbat edak.

1. Qeyri-miioyyen inteqralin diferensiali inteqralalt1
ifadoyo borabardir

d([fdx )= fdax. (1)

Dogrudan da (3) borabarliyina gors
d( [r@ydx ) —d(F(x)+c)=
=dF(x)=F'(x)d x= f(x)d x, ()
¢linki dc=0.

(1) diisturuna osason ogor diferensial isarosi inteqral
isarosindon 6nds golorso, onda diferensial vo inteqral isaralori
qarsiligli yox olurlar.

2. [dF(x)=F(x)+c. (3)

(1) vo (2) boraberliklorindon (3) boraberliyi alinir.

(3) miinasiboti gostorir ki, inteqral isarosi diferensial
isarasindon avval goldikds, hamin isarolor qarsiliqli yox olurlar
(ogor c sabiti atilarsa).

3%, Ogor f(x) vo g(x) funksiyalarinin hor hansi araliqda

ibtidailori varsa, onda istonilon aeR, peR {igiin o=0,50
olmaqla,

@(x) = af (x) + fg(x) 4
funksiyasinin da homin araliqda ibtidaisi var, hom da
[l f)+Bgldx=af f(x)dx+B[g(x)dx. (5)
Tutaq ki, ' vo G uygun olaraq f vo g funksiyalarmin
ibtidaileridir, onda ® = o F + f G — ¢ funksiyasmin ibtidaisi
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olur, ¢linki
(@ F(x)+BG(x) =a F'(x)+BG'(x) =

' =a f(x)+pg(x).

Inteqralin torifino asason (5)-in sol hissasi ®(x)+c¢
soklindo funksiyalardan, sag hissosi iso

aF(x)+ac,+BG(x)+ Pc, =D(x)+ac, + Pc,
soklindo funksiyalardan ibaratdir. Bir halda ki, a#0,5#0, onda
®(x)+ ¢ soklinds har bir funksiya ®(x)+ac, + fc, funksiya-
lar1 kiilliiyatinda yerlosir vo torsinag, yoni verilon ¢ adadino goro
¢, Vo ¢,-ni, ¢, Vo c, verilonlorino gors iso elo ¢ ododi tapmaq
olar ki, c = ¢, + B¢, boraborliyi 6donilor.

Beloliklo, inteqrallama oamali xottilik xassasino malik-
dir: funksiyalarin xotti kombinasiyasinin inteqrali baxilan

funksiyalarin inteqrallarinin uygun xotti kombinasiyasina bara-
bardir.

4.3.Inteqrallama iisullar

Askardir ki, ibtidailori toéromo codvolinin kdmoyi ilo
tapilan funksiyalar genis sinfi ohato etmir. Inteqrallama iisul-
larina miiraciot etmokdo moagsad inteqrali elementar funksiya-
larla ifads olunan funksiyalarin ¢oxlugunu genislondirmokdir.
Umumiyyatle, funksiyani inteqrallamaq masalosi ¢otindir. Ona
goro ki, istenilon funksiyanin inteqralini tapmaq iigiin imumi
konstruktiv qayda gostormok miimkiin olmur. Belo ¢atinlik
oksar tors omollor {igiin mdvcuddur. inteqrallama iso diferen-
siallamanin tors omoalidir.

Diiz amal olan diferensiallama konstruktiv sakilds toyin
olunur. Toéromonin torifinds, verilmis funksiyanin miioyyon
ndqtods toromesini tapmaq liglin hans1 amallori (funksiyanin
artimin1 tapmaq, artimlarin nisbatini tapmaq, limito ke¢mok)
hans1 ardicilliqla aparmagin lazim oldugu gostarilir.

Lakin bazi funksiyalarin inteqralini hesablamaq {iglin
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miioyyan tisullar géstormok miimkiindiir.
a) Ayrilma iisulu. Ogor

J ) =4A) + 4 fh(x0) +-+ 4, £, (x) (1)
olarsa, onda j f(x)dx inteqrahm asagidaki sokildo yazmagq

olar.

_[f(x)dx:J-[Zﬂfl(x)+ﬂzfz(x)+"-+l,,f”(x)]dx
:ﬂ’lJ‘fl(x)dx'*'lzj]rz(x)dx‘*'"'-}—lnjfn(x)dx, (2)

Homin tisulun mahiyyati (1) ayrilisinin miinasib secil-
mosindon ibarotdir. (2) diisturundaki [ fi(x)dx i=1n inte-
grallar1 miloyyan monada ilk avval verilon inteqralla miiqa-
yisado daha sado olmalidir. (2) disturunda J- f.(x)d x integ-
rali cadval inteqrali olanda daha sads olur.

b) Dayisani avazetma iisulu. Tutaq ki, ¢ = @(x) funk-
siyas1 A araliginda toyin olunan va diferensiallanan funksiyadir
vo A=g(A) coxlugu ¢ funksiyasinin A araliginda aldigi
qiymatlor ¢oxlugudur.

Ogaor U(f) funksiyast A araliginda toyin olunan vo
diferensiallanandirsa, hom da

U'(t) = u(1) 3)
olarsa, onda miirokkab F'(x) =U (¢(x)) funksiyast A arahgm-
da tayin olunan va diferensiallanan funksiyadir, hom da

F'(x)=[U(p(x)] =U'(@(x)'(x) =u(p(x))-¢'(x). (4

(3) vo (4) boraborliklorindon alinir ki, agor U(¢) funk-
siyast  u(f)-in  ibtidaisidirso, onda U(¢@(x)) funksiyasi
u(p(x))-@'(x) funksiyasmmn ibtidaisidir. Bu o demokdir ki,
agor

j u@®)ydt=U()+c, (5)
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olarsa, onda

[ulp(x) ' (x)d x =U(p(x))+c (©6)
Vo ya

[up@)dpx) =Ulp(x) +c )

(7) diisturu (vo ya (6) diisturu) doyisoni ovozetma diis-
turu adlanir. Onlar (5) diisturundan ¢ avozina diferensiallanan
¢(x) funksiyasini yazmaqla almuir.

Qeyd edok ki, ogor f(x) funksiyasi

S (%) =u(p(x))-¢'(x)
soklindo gostarilo bilirso vo u(f) funksiyasinin ibtidaisi molum-
dursa, yoni (5) inteqrali molumdursa, onda (6) diisturu
J. f(x)d x inteqralini tapmaga imkan verir.

¢) Hissa-hisso inteqrallama iisulu. Tutaq ki, u(x) vo
u(x) funksiyalarinin A araliginda kosilmoz téromalori var. Onda
uv funksiyasinin da eyni zamanda A araliginda kasilmoz
toromasi var vo hasilin diferensiallanmas1 qaydasina osason
uv' = (uv) —vu' boraborliyi 6donilir. Bu boraborliyi inteqral-
layaq vo nazars alaq ki,

'[(uu)’dx:uu+c, (7)
alariq
Iuv'dx=uu+c—juu'dx. (8)
Ixtiyari ¢ sabitini J.U u'd x inteqralina aid edorok, tapiriq
J.uv'dx=uu—_|.vu'dx, 9)
Vo ya
[udv=uv-[vdu. (10)

(burada dvo=v'dx, du=u'd x)
(9) (vo ya (10)) diisturuna hisso-hisso inteqrallama diis-
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turu deyilir. Onlar I udv inteqralmin hesablanmasini Iudu

inteqralinin hesablanmasina gotirir.

4.4.Inteqral cadvali

a+l

X

I.Jx“dx: +c, a+-l.

a+l1
Xisusi halda a=0 olarsa, onda '[ l-dx=x+c.
2. Iﬁzln|x|+c, x#0.

X

X

a

3. Jaxdx: +c¢, a>0, a#l.

a
Xiisusi halda a=e olarsa, onda

'[exdx:exwtc.
4. '[sinxdx=—cosx+c.

5. '[cosxdx=sinx+c.

dx
6. =tgx+c.
Icoszx 8

7.'[ .dx =—ctgx +c.
sin” x

8. '[shxdx=chx+c.
9. Jchxdx=shx+c.

dx
10. Ichzx =thx+c.

11.'[ dx =—cthx+ec.
sh?x

dx 1 X
12. Im:;arctgg+c,a¢0.
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—arcsm +c a>0.

13]\/7

dx 1
14.jx2_a2=7am

=mh+VxAHw+c,a¢0

+c,a¢0.
x+a

dx
15. j ——
2
N
4.5.inteqral comi. Miioyyan inteqrahn torifi

Tutaq ki, f{x) funksiyasi [a,b] parcasinda toyin olun-

musdur vo x, (i =0,n) homin parcanin elo ndqtolori kiillityati-
dir ki,
A=X,<X <+ <X, <X, <--<Xx, <X, =b.
Homin noqtolor kiillityatin1 [a,b] pargasinin bolgiisii
adlandiraq, bolgini 7 ={x,,i =0,n} ilo isaro edok,

A, =[x, ,,x,] (burada i=1,n) paralarimi iso T bdlgiisiiniin
pacalar1 adlandiraq.
Tutaq ki, Ax, = x;, —x,_, — T bolgiisiiniin i-ci par¢asinin

uzunlugudur. Onda [/(7T)=maxAx, ododini 7 bolgiisiiniin

1<i<n

xirdalig1 (vo ya homin bdlgiiniin diametri) adlandiraq. ©gor
& €A, olarsa, onda & (i=1,n) noqtolor kiilliiyatm: se¢cmo

adlandiraq vo & ={&.,i =1L n} ilo isaro edok.
016 /)=0,() =3 [(€)Ax ()

comini verilmis 7 bolgiisii vo geyd olunmus & se¢imindo f
funksiyasinin inteqral comi adlandiragq.

Toarif. Ogor istonilon £>0 ligiin elo =& ¢)>0 odadi varsa
ki, diametri /(7)<d sortini 6doyon istonilon 7 bolgiisii vo
istonilon & se¢imindo
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<e 2)

D fE)Ax~J
i=1
barabarsizliyi 6donilsin, onda J adadino f funksiyasinin [a,b]

b
parcasinda miiayyan inteqrali deyilir vo I f(x)dx simvolu ilo
isaro olunur, burada f{x)-o inteqralalt1 funksiya, f{x)dx-9 inteq-
ralalt1 ifado, a vo b odadloring iss inteqralin uygun olaraq asagi
vo yuxart sorhadlori deyilir. ©gor (2) sortilo toyin olunan J
odoadi varsa, onda f* funksiyasi [a,b] parcasinda inteqrallanan
adlanir vo deyilir ki, f funksiyasinin [a,b] parcasinda inteqrali
var.
4.6.Darbu comldri va onlarin xassalori

Tutaq ki, [a,b] parcasinda toyin olunan f funksiyasi

homin par¢ada mohduddur vo 7T ={x,i=0,n}—[a,b] par-

¢asinin bolgisidir, A, =[x,,x, ], Ax,=x,—x,_;, (i=1,n).
Isaralomo apraq
M, =sup f(x) , m, :inAff(x),

xeA,;

&:immﬂgzimm; (1)
i=1

i=l1

S, va s, comlorini [a,b] parcasmimn verilmis 7' bol-
giistindo f funksiyasin uygun olarq yuxar1 vo asagi Darbu'’
comlori adlandiraq. Qeyd edok ki, homin comlor & segimidon
asili deyildir. Darbu comlorinin xassolorino baxaq.

1°. istonilon & secimi {igiin

Sp <07 (S)< Sy 2

barabarsizliyi dogrudur.

Hoaqiqgaton & e A, lgiin m, < f(&) < M, borabersizliyi

' Jan Qaston Darbu (14.08.1842-23.02.1917) — fransiz riyaziyyatcist
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Odanilir, onda
m,Ax;, < f(§)Ax, <M, Ax,.

Homin borabarsizliklori 7 =1,7 hiidudunda toplayaraq,
aliriq

SmAx, <Y F(E)Ax, <3 M, Ax,. 3)

Darbu comlorinin vo o inteqral cominin toriflorine asa-
son (3) vo (2) hokmlori eynigiicliidiir.
2’. Asagidaki borabarliklor dogrudur

ST = Sl;.pO'T(f) ) 4)
St :iréfO'T(é), Q)

3’ Ogor T, bolgiisii 7; bolgiisiiniin davamidirsa, onda
Sy S 8p < STZ < Sa , (6)

yoni bolgii noqtolori sirasina yeni ndqto olavo etdikdo asagi
Darbu comi azalmur, yuxari Darbu comi iss artmur.
4’ Istonilon T" vo T" bolgiilori iigiin
ST' < ST” > (7)
barabarsizliyi dogrudur.
5%, [a,b] pargasmin istonilon 7" vo T" bolgiileri tigiin
sp<J<JT<S,. (8)
sortini 6doyon

J =sups,, J=infS,
T T

odadlori var. Homin adadlors [a,b] parcasinda f funksiyasmin
uygun olaraq asag1 va yuxar1 Darbu inteqrallar1 deyilir.

4.7.Miiayyan inteqralin xassalori

Onco qeyd edok ki, agor f{(x) funksiyas1 [a,b] parcasinda
inteqrallana bilondirso, onda homin funksiyanin inteqrali odod-
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dir vo bu adad inteqralalti funksiyanin arqumentinin isaro
olundugu horfden asili deyildir, yani

J.f(x)dx:jif(f)dt=j.f(z)dz.

Bozon J}Zf(x)d x yazisi ovozind J' f(x)dx, burada A=[a,b],

yazisindan istifada etmoak olverisli olur.

Funksiyalar iizorinda amallarla alaqali xassalor.

1°. Ogoar fvo g funksiyalari [a,b] pargasinda inteqrallana
bilondirso, onda istonilon o vo f (aeR, BeR) adodlori {igiin
o(x)=af(x)+Pg(x) funksiyasi da eyni zamanda [a,b] parcasinda
inteqrallana bilondir vo asagidaki borabarlik dogrudur

[@f@)+BeNdx=af f(x)dx+p[gx)ydx. (1)

2. Ogor f vo g funksiyalar1 [a,b] parcasinda inteqral-
lanandirsa, onda ¢(x)=f(x)g(x) funksiyast eyni zamanda homin
parcada inteqrallanandir.

Inteqrallama parc¢ast il> alagali xassalor.

3. Ogor f funksiyasi [a,b] par¢asinda inteqrallanan-
dirsa, onda o [a,b] pargasinda yerlogon istonilon [a",b"] parga-
sinda da inteqrallanandir.

4", Ogor f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda inteqrallandirsa
va a<c<b olarsa, onda asagidaki borabarlik dogrududur

b c b
[feydx=[feodx+]f(dx. (2)
a a b
Asagidaki xasso b=a, homginin a>b olan halda j f(x)dx
inteqral anlayigini genislondirmayi talob edir.

Ogor f funksiyasi a ndqtesinds toyin olunursa, onda
torifo gors forz olunur

~ 103 ~



[rwdx=o. (3)

Ogor f funksiyasi [, b]-do inteqrallanandirsa, onda torifo
goro hesab edirik ki,

jf(x)dxz—'[f(x)dx,a<b. 4)

(3) vo (4) toriflori tobiidir. Dogrudan da, a=b olduqda
bdlgiiniin biitlin pargalarinin uzunluqglarini sifra barabor hesab
etmok olar, buna gora da istonilon inteqral com sifra borabardir.

b>a olan halda I f(x)dx simvoluna uygun inteqral
b

b
com, I f(x)dx simvoluna uygun inteqral comdon ancaq isaro
ilo forqlonir.
5°. Ogor f funksiyasi [a,b] parcasinda inteqrallanadirsa
Vo ¢,,c,,c, homin parganm istonilon ndqtaloridirso, onda

Tf(x)dx=Tf(x)dx+Tf(x)dx. (5)

4.8.0rta haqqinda inteqral teoremi

Teorem. Tutaq ki, f vo g funksiyalar1 asagidaki gortlori
odayirlor.

1) fix) vo g(x) funksiyalar1 [a,b] parcasinda inteqral-
lanandir;

2y dAm,M :Vxela, bl >m< f(x)SM; (1)

3) g funksiyasi [a,b] par¢asinda isaroasini doyismir, yoni
ya
g(x)>0 xe[a,b] olduqda, (2)
ya da
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g(x)<0 xe€la,b] olduqda.
Onda

JuelmM]: [fWegdx=pfg@dx. ()

Tutaq ki, (2) sorti 6donir. Onda (1) borabarsizliyindon
alinir ki,
Vxela,b]>mg(x) < f(x)g(x) <M g(x). (4)
Belo ki, f vo g funksiyalar1 [a,b] par¢asinda inteqrallanandir,
onda fg funksiyasi da eyni zamanda [a,b] parcasinda inteqral-
lanandir v inteqralin qiymstlondirilmoesi qaydasina asason

b b b
mg()dx<[fWe)dx<M[gx)dx. (5
a bd a
Qeyd edok ki, ogor j g(x)dx=0 olarsa, onda (3)-don alinir ki,
, a
I f(x)g(x)dx=0, buna gora do (3) baraberliyi istonilon p {igiin

b b
Odonilir. Tutaq ki, J. g(x)dx#0 onda (2)-0 asason I g(x)dx>0.

Buna goro (5) boraborsizliyi agagidaki barabarsizliklo eynigiic-
ludiir

m<usM, (6)
burada
[rg)dx
p=t———— @
jg(x)dx

(7)-don (3) boraborliyi alinir, burada (6)-ya asason pe[m, M].
g(x)>0 olan hal igiin teorem isbat olundu. Homin teorem
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g(x)<0 olan halda da dogrudur, ¢iinki g(x)-1 —g(x)-lo ovoz etsok
(3) boraborliyi saxlanilir.

Noatica. Ogor f(x) funksiyasi [a,b] pargasinda kosil-
moayan, g(x) funksiyasi iss [a,b] parcasinda inteqrallanan vo
isarasini doyismoyondirss, onda

Seelap]: [f@eg@dx=[)[g@dx. @)

Xiisusi halda, agor g(x)=1 olarsa, onda

Ac e[a,b] :_[f(x)dxzf(c)(b—a). (9)

4.9.Yuxan sarhaddi doyison inteqral.
Nyiiton-Leybnis diisturu

Tutaq ki, f{x) funksiyas1 [a,b] parcasinda inteqrallanan-
dir, onda a<x<b olduqda o istonilon [a@,x] parcasinda da

inteqrallanandir, yoni istonilon xe[a,b] ii¢lin I f()dt inteq-

ralinin manasi var. Asagidaki funksyiaya baxaq
Fx)=[f@adt. (1)

[a,b] pargasinda toyin olunan homin F funksiyasina yuxari
sorhaddi doyison inteqral deyilir. (1) inteqralinda f funksiyasi-
nin {izoring miidyyon sortlor qoymagqla F funksiyasimnin uygun
xassolorindon danigsmaq olar.

a) Integralin kasilmazliyi.

1°. Ogor f funksiyasi [a,b] par¢asinda inteqrallanan-
dirsa, onda F funksiyas1 homin pargada kosilmozdir.

b) Inteqralin diferensiallanmast.

2°. Ogor f funksiyasi [a,b] pargasinda inteqrallanandirsa
Vo x, €[a,b] ndqtesinde kosilmozdirso, onda
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F(x)= j f(tdt

funksiyas1 x, noqtesindo diferensiallanandir, hom do

F'(x)) = f(x) - (2)
¢) Kasimayan funksiyanin ibtidaisinin varlig.
3", Ogor f funksiyasi [a,b] parcasinda kosilmozdirsa,
onda onun homin parcada ibtidaisi var, eyni zamanda f funksi-

yasimnim ibtidaisi yuxar1 sarhaddi dayisen inteqraldir, buna goro
do

If(x)dx:jf(t)dt+c, (4)

burada c ixtiyari sabitdir.

Teorem. Ogaor f(x) funksiyasi [a,b] parcasinda kosilmoz-
dirsa vo @(x) iso homin parcada f{x)-in hor hansi ibtidaisidirss,
onda Nyliton-Leybnis diisturu dogrudur.

[f()dx=0(b)-0(a). (5)
Elo ¢ adadi v;r ki,
CD(x)zIf(t)dt+c , a<x<bh (6)

baraberliyi dogrudur. (6) diisturunda x=a yazaq vo nazars alaq

b
ki, J' f(x)dx=0, onda ¢c=®(a) alariq. Buna géro (6) borabor-
liyini
O(x) = [ f(t)d t +D(a) (7)

soklindo yazmaq olar. (7) beraborliyi istonilon xe€[a,b] ligiin
Odenilir va xiisusi halda, x=b olduqda, yani
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®b)=[ f(d1+®(a),

oradan (5) d iistura alinir, ¢linki miioyyan inteqralin qiymati
inteqrallama doyisoninin hansi horflo isaro olunmasindan asili
deyildir.

4.10.Miioyyan inteqralda doyisonin avazedilmasi
vd hissa-hisss inteqrallanmasi

1. Miiayyan inteqralda dayisoni avaz etma. Molumdur
ki, miioyyan inteqral, inteqral cominin limiti kimi vo Niiton-
Leybnis diisturu ilo hesablanirdi. inteqral cominin limitinin
hesablanmasi tlisulu prinsipca biitiin hallara totbiq oluna bilar,
lakin ¢otin hesablamalara gotirildiyindon, oksor hallarda slve-
rigli deyildir.

Nyuton-Leybnis diituru nisbaton olverigli tisuldur, lakin
bu iisulla da, avvalco geyri-miisyyon inteqralin hesablanmasi
tolob olunur ki, bu da ¢ox vaxt alverisli olmur. Buna gors do bir
cox miloyyon inteqrallar1 bazon xiisusi lisullarla hesablamaq
daha miinasib olur. Belo xiisusi tisullardan bazilorins baxagq.

b
Tutaq ki, '[ f(x)dx miiayyan inteqralini x=¢(x) borabar-

liyi ilo yeni ¢ doyigoni daxil etmoklo hesablamaq lazimdir. Bu
haqda asagidaki teorem dogrudur.
Teorem 1. 1) [a,b] seqmentindo f(x) funksiyasi kosil-

maz olsun; 2) @(¢)=a va ¢(t)=>b tonliklorinin hallori uygun
olaraq ¢, vo T olsun, (miioyyanlik {iglin #, <7 hesab edak);
3) t, vo T noqtolorinin amoalo gotirdiyi [f,,7] seqmentindo
x = @(t) funksiyasi vo ¢'(t) toromoasi kasilmaz funksiya olsun;
4) t arqumenti [¢,,7] seqmentindo doyisdikdo x =¢(#) funksi-

yasinin qiymatlori [a,b] seqmentindon konara ¢ixmasin, yoni
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a=¢(t,) <e(t) <e(T)=>b minasiboti 6donsin. Onda

[r@dx= [ flp@e @)t (1)

diisturu dogrudur. Bu diistur miioyyan inteqral altinda doyigoni
ovozetmo diisturu adlanir.
Isbati. Sorto osason f(x) funksiyasi [a,b] seqmentindo

kosilmozdir, ona goro do onun [a,b]-do F(x) ibtidai funksi-
yasi var, yoni Vx €[a,b] tgiin F'(x) = f(x) olur. Onda Niiton-
Leybnis diisturuna asason

[ £Godx = F(b)-F(a) 2)

olar.
Digor torofdon, F(x) vo x=¢(¢) funksiyalar1 uygun

olaraq [a,b] vo [¢,,T] seqmentindo kosilmoz, hom do diferen-
siallanan olduqlarindan F[¢(¢)] miirokkob funksiyast [z,,7]

seqmentindo kosilmoz, hom do diferensiallanan olacaqdir.
Flo(t)] miirokkob funksiyasinin [z,,7]-do #-yo gbro miirokkob

funksiyasinin diferensiallanmasi qaydasi ilo téromasini alsaq,
(Flp®)]), = Fle®]-9'(1) = flp)]-¢'(t) 3)

olar.
(3)-do aydin olur ki, F[e(¢)] mirfokkab funksiyasi

[t,,T] seqmentindo kosilmoz f[e(¢)]-¢'(r) funksiyas: iigiin
ibtidai funksiyadwr. Onda Nyuton-Leybnis diisturuna asaseon
alariq

[ flp@)]-¢'()dt = Flp(0)]

o= Flo(D]-Fle(t,)]  (4)

Bu boraborlikds ¢(f)) =a, ¢(T)=5b oldugunu nozors alsaq,
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If[(P(t)]-(P'(t)dt =F(b)-F(a) )

olar.
(5) vo (2) boraborliklorinin miigayisasindon isbat1 tolob
edilon (1) boraborliyi alinir.

b
(1) diisturundan aydindir ki, '[ f(x)dx inteqralnin he-

T
sablanmasi '[ flo(H)]-¢'(¢)dt inteqralinin hesablanmasina goti-
l
rilir. Onun {iglin do x =¢@(¢) ovozlomasi apararkon, onu elo
secmaya caligmaq lazimdir ki, yeni alman inteqralin hesab-
lanmas1 ovvalkino nisboton daha sads olsun. Yeni inteqralin ¢,

va T sorhadlori uygun olaraq ¢(t)=a vo ¢(¢)=>b tonliklorin-

don toyin edilir. Bu tonliklorin hor birinin bir neco koklori ola
bilor, bu halda ¢, vo T qiymatlorini uygun olaraq ¢(¢f)=a vo
o(t) =b tonliklorinin teoremin 3) vo 4) sortlorini 6doyon istoni-
lon koklorini qobul etmok olar. Ogor [a,b] seqmentindo
x =@(t) monoton funksiya olarsa, 4) sorti slibhasiz 6dono-
cokdir. Buna gora do oksor hallarda praktikada doyison, mono-
ton funksiyalarla ovoz edilir, ciinki bu funksiyalara (1) diistu-
runu totbiq etmok, monoton olmayan funksiyalarla miigayisodo
sados olur.

Ogor x =¢@(t) funksiyast a vo b sorhadlorino borabor
qiymatlor ala bilmozsa, onda homin inteqral doyigoni ovoz
etmoklo hesablana bilmoz.

2. Miiayyan inteqralda hissa-hissa inteqrallama.
Qeyri-miioyyon inteqraldaki hissa-hisso inteqrallama diisturuna
uygun olaraqg, analoji qayda ilo homin diistur miioyyan inteqral
tiglin do verilir.

Teorem 2. Ogor u=u(x) vo v=uv(x) funksiyalar1 6z
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toromolori ilo birlikdo [a,b] seqmentinda kosilmozdirss, onda

b b
Judu=[uu]‘};—'[udu (6)
diisturu dogrudur. Bu diistur miioyyan inteqral {i¢iin hisso-hisso
inteqrallama diisturu adlanir.
Isbati. Dogrudan da [a,b] seqmentindo (uu)' =u'v+uv'
oldugundan, uv funksiyast u'v+uv’ funksiyasi ii¢lin ibtidai
funksiyadir. Onda Niiton-Leybnis diisturuna asason

b
I(uu'+uu’)dx=[uu]‘z olar. vu' vo uv' funksiyalar1 kasilmoz

b b
olduglarindan qu'dx \6) juu’dx inteqrallarinin hor ikisi var,

onda yuxaridaki inteqrali, inteqrallarm comi kimi yazaraq,
Z, buradan da v'dx=dv vo u'dx =du

b b
I(uu’dx + qu’dx =[uv]
;azaraq a

b b

I(u dv+ [uu]r; - I vdu

barabarliyini alariq ki, bu da tolob edilon (6) baraborliyidir.
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IV FOSILO AID CALISMALAR

Ayrilma tisulundan istifads edorak geyri-miioyyen inteqrallari
hesablayin.

I [@x+1)dx 2. [(3x% +2x—1)dx
3. '[(x4—3x2+x—5)dx 4. j[\/;wtljdx
X
5. j[l—ljdx 6. j(l+xx/;+2jdx
)C\/; )CZ 3\/;
7. sz(x2+l)dx 8. '[(x3+1)2dx
¥ +3x-1 3x+4
9, jfdx 10. j dx
(x-1)° P
11.'[ N dx 12. J(a —2sin x)dx
X
13. [(cosx+24/x")dx 14, j(zufjdx
X

15. j{ N jdx

Doyisoni ovozetmo iisulundan istifado edorok geyri-miioyyon
inteqrallar1 hesablayin.

16. '[sin?)xdx 17. JcosSxdx
dx dx

18. -[cos 1. Ism nx
21 ~[2x 5

22. .[5 . 23. '[exdx
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24. [edx 25. | \/xzdx?
dx dx
26. jrxz 27. lenx
dx
28. J\FH 29. j2+m
30. [’ dx 31. | dx
e —1

Hisso-hisso inteqrallama {isulundan istifado edorok qeyri-
miioyyan inteqrallar1 hesablaym.

32. '[lnxdx 33. jxlnxdx
34, szlnxdx 35. .[landx
X

36. jxcosxdx 37. '[xsinxdx
38. '[xarctgxdx 39. sz sin xdx
40. '[xlnz xdx 41. '[xexdx
42. J‘xzeﬂ‘dx 43. Jex sin xdx
44, '[ e " cosxdx 45. .[ si)rcla;xx

Miioyyen inteqrallar1 hesablayin
b

46. J.cxdx 47. J.xzdx
48. j).exdx 49. .3[(3x2 + x)dx
2

1 1
50. j (e" — x)dx 51. j (2¢" —3x%)dx
0

-1
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52.

54.

56.

58.

60.

62.

64.

67.

69.

71.

73.

2
j (2" +2x +1)dx
1

|
|

Sl — O V[ O A O C———

© —

3x%dx

dx
1+ x?

s

[
+
&
[\
=
]
p—

H
+
0

Q

+

=
=

N}
|
=

arcsin xdx

xe “dx
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55.

57.

59.

61.

63.

65.

68.

70.

72.

74.

(27" +e" —3)dx
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T

75. .[xz cos xdx 76.

0

e” sin xdx

S o

Verilmis parcada funksiyanin orta qiymotini hesablaym
77. f(x)=3x;[-2;2] parcasinda.

78. f(x)=x";[0;1] par¢asinda.
79. f(x)=3x"+2x—1;[1;5] parcasinda.
80. f(x)=3"—-2x+3;[0;2] pargasinda.
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CAVABLAR

I FOSIL.
1.a) 18, b) 0, ¢) 1, d) 2, e) cos2a, 9) sec’a. 2. a) 2, b) %, ) X1=-

1, xo=4, d) x1=%, x2=-é. 3. a) x>-10, b) -1<x<7, ¢) x>3, d)

x<-3. 4. x=16, y=7. 5. Sistemin holli yoxdur. 6. x=2, y=3. 7.
3 1 3 1 1 1
==, y=——. 8. x;==, xp)=——. 9. x=—, y=—. 10. x=280, y=-
2 Y 2 : 2 ? 2 2 Y 2 Y

310. 11. a) -8, b) -12, ¢) 8. 12. a) 0, b) 2a%, ¢) 0. 13. a) xyz(x-
N-2)Ex), b) cos(arp), ¢ SMe-PsnBopsnya) -y,

cos’ a cos’ ﬂcos2 y
x1=2, x,=-10. 15. x;=-1, x,=2. 16. x1=2, x,=3. 17. x<2. 18. -
6<x<-4. 19. -10<x<-5. 20. x=1, y=2, z=3. 21. x=1, y=2, z=3. 22.
Sistemin holli yoxdur.23. x=2, y=3, z=4. 24. x=1, y=3, z=5. 25.
Sistemin halli yoxdur.

I FOSIL.
1 3
L fh=7.2. 10 =Lf(%j = —l,f(%j =0,f(%j :%.

3. f(2)=12, f(3) =26 . 4. -1<x<+00. 5. (—00;-2) U (-2;2) U (2;+0). 6.
[-1;5].7. [-1;1]. 8. [-1;1). 9. x#1. 10. x#-1, x#1. 11. x<2. 12. [-
2;171. 13. (-1;1). 14. (-00;-1)U(1;+0). 15, {0} U[2;+00). 20. a)
Ciit, b) Ciit, ¢) Tak, d) No tok, na do ciit, ¢) Tak, 9) Ciit. 21.

a)2r, b)2z, ©) 27” d) g e)%, o) . 22. % 23. 0. 24. 0. 25.

%. 26.¢.27. 1. 28. ¢. 29.2.30. 12. 31. 2. 32. -1. 33. 4. 34. 12.

e

35. 15. 36. 2 37.256.38.3.39.8.40. 2. 41. 1. 42. \/2 . 43,
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x=1 noqtesindo kosilmozdir. 44. Hor iki ndqtads kosilmozdir.
45. x=2 noqtosindo kosilmozdir. 46. x=4 birinci név kosilmo
noqtesidir. 47. x=5 aradan qaldirila bilon kasilmo noqtasi. 48.
x=0 aradan qaldirlda bilon, x=kr (k=£1,%2,...) noqtolori iso
sonsuz kosilmo noqtoloridir. 49. x=-2 vo x=1 sonsuz kosilmo

noqtoloridir. 50. Sonsuz sayda x=§+k7r (k==*1,£2,...) koasilmo

noqtalori var.

IIT FOSIL.

I. y=6x"+3, (0)=3,)(-1)=9,y'(2)=27. 2.y=4x -6x-2,
Y(0)=2,y)=—4. 3. y=3"-4, y(D)=7y(a)=3da —4a. 4.
y=6x+1, yYMO)=7y'(a+b)=6(a+b)+1. 5. y=x'-x"+2,
Y'(0)=2,y'(c)=c’—c" +2. 6. y' =1, y)=1y'2)=1."7.
Y =5x"+4x", y(-D)=1. 8. y =3ax’+2a’x+d’, y'(a)=6a’. 9.

Y =nx""+n, y'(a)=na"" +n,y'(a+b)=n(a+b)" +n. 10.
1
Y == = 11. y'=x". 12. ' =20x"-15x" +24x. 13.
(x=3)
Y =(x-5"(x+3)(Ox-13). 14. y'=—2x. 15. y'=-6x". 16.
3x—1 6
RIS R N Y y——— 19. ) =——2—.
2 N o —1)
20 y=-2. 21 ye——t——. 22, y=2xcosx’. 23
B . Y =—+ . . y =2xcosx . .
x \/; 3xx3/;
x'—15x" +6x 16 cos 2x 1
y=—— 24. y'=—— .25, y=—— . 26.
5-x) sin” 2x */5+4x—x2
2a’ 17d.
y' =xarctgx. 27. y'=— ¢ -. 28, dy= a -, 29.
X —a (2x+3)
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dy = —ax(a’ —xHdx.  30. dy = (24x* —4x-15)dx.  31.

d. 2xd. d ,
= /xx - 32. dy= x}i'33' dy = x2.34. dy = sec” xdx .
4+x° I+x 1—x
" cos x : 2 " 2x ) .
35. )" =e""(sin” x —cos x). 36. y'=———. 37. )" =—4sin2x.
(1+x%)
, | ,
38- y(”) =e" . 39. y"'=862x' 40. yn:_' 41. y(v) -0. 42.
x
2 8 ctg 2xdx’ d’ 9
d’y=(X —3x+Ded’. 43, d'y-——b" 45 ZX__
sin” 2x dx 16¢

46. 1. 47. 1. 48. 0. 49. % 50. 2.

IV FOSIL.

1 1 1
1. F+x+C. 2. X¥+x*—x+C. 3. gx5—§x3+5x2—5x+C. 4.

2 2 1 2
3 x+In|x|+C. 5. ——+—+C. 6. %3/)7+ng x+2x+C. 7.

NP

1 1 1 1 1
—X+=x+C. 8 =X +=x'+x+C. 9. =X +3x-In|x|+C. 10.
5 3 7 2 3

%xzx/;—2x\/;+8\/;+c. 11. %x3\/;—gx2 y+2xdx —2dx+C . 12,

x

+2cosx+C. 13. sinx+§x3/xT+C. 14. 2%+2J;+C. 15.
Ina 4 In2
1

n3

x

1 1
72arcsinx+ +C. 16. ——cos3x+C. 17. —sin5x+C. 18.
3 5

1 1
—tgmx+C. 19. ——ctgnx+C. 20. -In|x-2]+C. 21.
m n

1 1 1
—In|2x-5|+C. 22. ——In|3x-5|+C. 23. —&"+C. 24.
2 3 5

1
——e™ 4. 25, x'—a’ +C. 26. arcsin=+C. 27. In|lnx|+C.
) 3
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28. 2Jx—2m|x+1]+C. 29. 2x+1—-4mn|/x+1+2]+C.

e -1

2\/;e\ﬁ—26\ﬁ+C. 31. In +C. 32. xlnx-x+C.

x
e

1 1
lx2 1nx—l)c2 +C. 34. lx3 1nx—lx3 +C.35 -2 2
2 4 3 9 X X

36. xsinx+cosx+C.37.—xcosx+sinx+C.38.

+C.

1 1 1 .
Exzarctgx—ix+5arctgx+C. 39. —x’cosx+2xsinx+2cosx+C.

1 1 1 ) )
—xX*In*x—=x*lnx+=x*+C. 41. xe*—e"+C.
2 2 4

- (X" +2x+2)+C. 43. %e’”(sinx—cosx)+C.

1
%e"‘(sinx—cosx)+C. 45. —xctgx+In|sinx|+C. 46. —c(b’ -d’).
2

47. %c(b3—a3). 48. ¢ —¢'. 49. 21,5. 50. e-1,5. 51. 2(e-1-¢™).

2

52. 2 14,53, ... 54. 8. 55. 1. 56. % 57. 6. 58. -Ins.

In2 In2

59. ——1n5 60. 7. 61. Z—arctgz 62. 21n2—z 63. 27. 64.

12

NS

2-1In2. 65. ; 67. 4-2In3. 68. 2In2-1. 69. (€+I—Tj 70.

2

1. 71. Z-1. 72, 3n12-1) 73. 1-=. 74. 1. 75. 27 76.
2

e

l[eulj 77. 0. 78— 79.36. 80. —— 1 2.
2 In3
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