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Toqdim olunan kitab klassik veo miiasir montiq adlandiril-
maqla iki hissadon ibaratdir.

Birinci hissonin ilkin variantlar1 1996 vo 2011-ci illorde
Respublika Toahsil Nazirliyinin qrifi asasinda dors vesaitlori kimi nosr
edilmigdir. Sonuncu (hazirki) variant onlarin yenilogdirilmis vo
tokmillogdirilmis formasidir. Eyni zamanda bu hissado comlos-
dirilmis materiallar son dovrlerin Ddvlst Standartlarmda riyaziy-yat,
informatika, riyaziyyat vo informatika, kompiiter elmlori ixtisaslar1
ticiin nazards tutulmus programlari tam shats edir.

Birinci hissado coxluglar nozoriyyssi hom cobri, hom do
aksiomatik sokildo qurulmusdur ki, bu da ¢oxluqglarla bagh bir sira
paradokslarin (masalon, Rassel paradoksu, Kantor para-doksu va s.)
yaranma saboblorinin agilmasi {iglin ¢ox vacibdir. Hom do nozors
almmugdir ki, kitabin ikinci hissesindo verilmis miiasir montigin
elementlori sif c¢oxluglar nozoriyyesi osasmda qurulmusdur.
Oxucularm mdvzular1 yaxsi qavramalar1 tolobini noazers alaraq
ikincidon baslayaraq hor foslin sonunda kifayat goder masolo vo
misallar verilmisdir. Bu eyni zamanda oxucunu praktik moagsadlor
iiciin yeni monbo axtarmaqdan azad edir.

Klassik montiq adlandirdigimiz birinci hisse 9 fasilden ibarat
olmagla onlarn diiziiliisiinde montiqi arlicilliq goézlonilmis-dir. Belos
ki, birinci fosildo riyazi mentigin predmeti haqqinda qisa tarixi
molumat verilir vo onun miixtalif riyazi nozeriyyslorin qurulmasi,
riyaziyyat osaslarmin Oyronilmesi vo giiclii imkanlara malik EHM-
lorin yaradilmasindaki rolu gostarilmisdir.

Ikinci vo dordiincii fosillordo miilahizolor mantigi, iiciincii vo
sokkizinci fosillords ¢oxluqglar nazariyyasi hom mozmunlu vo ham da
aksiomatik olmagqla iki formada verilmisdir.

Besinci fosildo predikatlar montiqi mozmunlu sokildo
qurulur. Onun aksiomatik qurulmasi iso sonraki — altinci fasilds
verilmis birinci tortib noazoriyyelorin bir xiisusi hali kimi toqdim
olunur.

Yeddinci fosilde natural ododlor sistemi aksiomatik qurul-
musdur.



Giris

Vasaitin On s6z doqquzuncu fosli
kompiiter elmlorindo xiisusi  ohamiyyati olan
rekursiv ¢coxluglar vo rekursiv hesablanan funk-siyalar nazoriyyslori
ilo tamamlanir.

Qeyd etdiyimiz kimi kitabin ikinci hissesi miiasir montiqo
hasir edilmis, onun miihiim detallar1 aydinlagdirilmigdir.

Klassik montiq funksiyalarmin qiymestlori oblast1 yalniz 0 vo
1 elementlarindon ibarat olmagla ikielementli ¢oxluq oldugun-dan o,
bir ¢ox hoyati mosalolorin — masolon, humanitar, tosor-riiffat,
idealoji, siyasi va s. — halli iiciin kafi deyildir. Bels ki, gdstorilon tip
masalalorin garstya ¢ixan har bir sualina ya «miitloq ha», yaxud da
«miitloq yox» cavab1 vermok homin masslslarin halli iiciin etibarli
hesab edilo bilmoz. Ona gora do problemlarin qeyri doqiq (bundan
sonra qeyri solis isladacoyik) hsllorinin tapil-masi bizi qeyri solis
coxluq vo qeyri solis montiq anlayiglarina gotirir. Dors vesaitinin
ikinci hissasi mohz elo miiasir mantiq adlandirilmigdir. Bu hisso i¢
fosildon ibaratdir.

Birinci fosil qeyri solis ¢oxluqlar nazeriyyesinin qurulma-
sma hasr edilmis, onu adi menada bildiyimiz ¢oxlugdan forglon-diron
xarakterik xlisusiyyatlor gostorilmisdir.

Ikinci fosildo qeyri solis montiqin osas elementlori verilmis
va onunla klassik montiq arasmdaki kokli forglor biitiin tofor-riiatlar:
ilo ortaya qoyulmusdur.

Nohayat, tiglincii fasilde geyri solis montiqin bir sira ma-raqli
tatbiglori verilmisdir.

Hormotli oxucular!

9gor haqqinda Sizin ray va takliflorinizi bilmak miialliflor
iiciin ¢ox faydal olardr va tangqidi fikirlorinizo gora avvalcadan iz
tasakkiiriimiizii bildiririk.

Miialliflor
Gonca, 2016-cL il
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Obyektiv ger¢okliyin insan siiurunda diizgiin inika-
sindan ibarot olan montiq elmi haqqinda ilk tolim halo
eramizdan avvel IV oasrdo yunan filosofu va riyaziyyatgisi
Aristotelin asorlorinds verilmigdir. Aristotelin «Organony
iimumi ad1 altinda birlogdirilmis osaorlorindo formal monti-qin
osast qoyulmusdur. Ona goro do formal montiq adi ilo bizo
golib catmis bu elmin banisi Aristotel hesab olunur. Formal
montiqo goro konkret mozmunu ilo forqlonon miilahizalor
(hokmlor) eyni formaya malik ola bilarlor.

«Montig» yunanca loqos soOziindon olub dilimiza
torclimodo s6z, anlayis, fikir, ideya vo diisiinco monalarinda
islonir. Bas niya formal mentiq? Ona gors ki, burada todqiq
olunan obyektlorin forma vo qurulusu osas gotiiriiliir, onun
mazmunu is9 etinasiz buraxilir, tadqiqat oblastindan konar-da
qalir. Masalan, «biitliin metallar miioyyon foza qurulu-suna
malikdirlor» vo «biitiin dovlatlorin 6z qanunlar1  var»
miilahizolori miixtolif mozmunlu olsalar da eyni bir forma
dastyirlar ki, bu da homin miilahizolorin iimumi olmasi
xiisusiyyatidir.

Torkibindo montiq s6zii olan hor bir sdzbirlosmasini
montiqi idrak formasi kimi gobul etmok olmaz. Masalon,
«bitkilorin montiqi» vo «tarixin montiqi» dedikde tobiot vo
comiyyetin inkisafi qanunauygunluqlar1 diisiiniiliir; yoni elo
qanunauygunluqlar ki, onlarin formal montiqlo he¢ bir alagosi
yoxdur. Ancaq «elmi tadqigatin montiqi» vo «roman yazmagin
montiqi» sdzbirlosmolorine miinasibot bir qodor forglidir.
Burada «elmi todqiqatin mentiqi» vo «roman yaz-magin
moantiqi» ifadolori idrakla, tofokkiir qanunlar1 ilo bila-vasito
olagado olub, onun mozmunundan olavo hom do elmi vo
yaradict toxoyiiliin meontiqi qurulusu todqiq edilir, for-masi
digqotdo saxlanir. Digor torofdon onlarn todqigat ob-lasti
formal montiqinkindon genis oldugu {iglin formal mon-tiqin
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qanunlar1 ilo mohdudlasa bilmez. Formal montiqin Oyrondiyi
saha tofokkiir prosesloridir, onlarin ganunauygun-luqlaridir.

Ancaq onu da demok olmaz ki, yalniz formal mentiq
tofokkiir vo onun qanunlar1 haqqinda elmdir; ¢ilinki bir sira
basqa elmi saholor var ki, onlar da tofokkiir proseslori ilo
masgul olur. Buna misal olaraq dialektik montiqi, idrak
nazariyyasi, psixologiya, folsofo vo s. elmlori gostormok olar.

Formal mantiq, hor seydon avval, tofokkiir proses-lorini,
onlarm mentiqi ardicilligi ve ziddiyyetsizliyi masale-lorini
Oyronir. Miiqayiso iiclin qeyd edok ki, psixologiya elmi do
idrak va tofokkiir proseslorini dyronir. Lakin formal mantiqden
forqli olaraq psixologiya, belo masolalori dyronar-kon emprik
va eksperimental todqiqatlardan istifads edir. Beloliklo, formal
moantiqin tadqiqat oblastin1  psixologiyanin tadqiq etdiyi
sahalordon ayriligda dyronmok olar, lakin dialektik montiqi vo
idrak noazoriyyassini forqli diistinmok miimkiin deyil.

Idrak nozoriyyoesi tofokkiiro insan siiurunun forma-
larindan biri kimi baxir. Bu nozoriyyo tosdiq edir ki, ogor
predmetlor arasinda olago varsa vo bu olago obyektiv ger-
cokliyi oks etdirirss, o zaman homin predmetlor haqqinda
bildiklorimiz haqigotdir.

Bagqa sozlo desak, insan oqli predmetlor haqqinda o
zaman dogru notico ¢ixarir ki, o, hoqigati adekvat oks etdirir,
obyektiv realliqla uygunlagdirir.

Formal montiq homg¢inin, aparilan miihakimonin
dogrulugunun tosdiqi, yaxud tokzibi masalolorilo mosgul olur.

Formal montiqin predmetinin sorhino basqa bir isti-
qamatdon yanasaq.

Giindolik hoyatimizda ¢ixarilan noticoni tosdiq ede-rok
bazon deyirik: «Moantiqlidir!» Tabii ki, bu ciir ifads dmriinda
bir dofs do olsun montigs aid kitab oxumayan har bir soxs {iciin
tamamilo dogru olaraq gobul edilir. Lakin mentiq elmi faktiki
olaraq elo mosalolorlo mosgul olur ki, bu masalalor elmin vo
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giindolik hoyatimizin hansi sahosing aid olmasindan asili olaraq
diizgiin oqli natico ¢ixara bilir.

Yuxarida deyilonlordon c¢ixis edorok formal montiqi
asagidaki kimi do torif edo bilorik: formal montiq diizgiin
miihakima apararaq aqli natica ¢ixarmagin timumi qaydalart
haqqinda elmdir. Ogor hesab etsok ki, formal montiq yalniz
tofokkiirlin forma vo qurulusu ilo mosgul olur, onda tofok-
kiirlin mazmunu ve predmeti ndqteyi-nozardon dyranilmesi-ni
dialektik montiqin problemlorins aid etmak olar.

Biitovliikdo, montiqi tofokkiir insan comiyyatinin
inkisafi prosesindo yaranir. Insan mogsoda gatmaqdan 6trii 6z
yaradiciligimi  istigamatlondirmok  {iciin  homiso  diizgiin
disiinmoli vo notico ¢ixarmalidir. Ona goro do zoruridir ki,
insanlar biitiin hoyat1 boyu diizgiin fikirlagsinlor, oks toqdir-da
tobistdo vo comiyyotds movcud olan ganunauygunluqglari
moqsadyonlii istigamotlondirs bilmazlor. Lakin o da molum-
dur ki, tofokkiir qanunlar1 obyektiv realliga osaslanir vo
insanlarin iradoesindon asili deyil.

Insanin diisiindiiklori o vaxt hogiqot olur ki, onun
fikirlosdiklori real olsun va o zaman haqigot olmur ki, o, nalori
fikrindo comlogdirirso onlar real hoyatda olmasm. Bu he¢ dos o
demok deyildir ki, formal montiqin ganunlar1 ob-yektiv realliq
qanunlarmin bilavasite tozahiiriidiir, inikasi-dur.

Neco ki, montiq qanunlar1 insan yaradiciliginin bii-tiin
formalar1 ii¢lin olverislidir, elo do onlara konkret anla-yiglar vo
tokliflor arasinda obyektiv alagalor kimi baxmaq olar. Bundan
olavo sdhbot belo iimumi folsofi suallardan gedir ki, formal
mantiqin qanunlar1 hansi asaslara soykonir? Anlayislarin omala
golmosinin osasinda nalor durur? Mon-tiqi naticonin dogrulugu
nadon asilidir? va s.

Ogor insan tobii olaraq mentiqi cohatdon diizgiin
fikirlogirsa vo oqli natico ¢ixara bilirso, onda montiq elmini
Oyronmays ehtiyac varmi?
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Mantiqi ¢ixarilis qaydalarmi yaradict sokildo tetbiq
etmok iiclin daha doaqiq fikirlogmok, tofokkiir qanunlarini vo
onlarmn tatbiglorini yaxst menimsomok lazimdir. Tabligat¢t o
zaman yiiksok nailiyyat qazanar ki, o 6ziinlin miithakima-lorini
osaslandira bilir, diizgilin isbat metodu segir, yaxud molum olan
faktlara osaslanaraq meontiqi qaydalarla yalan miilahizalori
todgiqat oblastindan uzaqlasdirib, onlar1 tok-zib etmoyi bacarir.

Mantiq elminin Oyronilmasi avvela tofokkiiriin siliura
kogiiriilmasi prosesini asanlagdirir, naticods diizgiin oqli natico
cixarmagqla biliklor sistemi formalasdirir; ikincisi tobii elmlordo
oldugu kimi, bilavasito, oqli inkisaf etdirirr Bu da 06z
ndvbasindo montiq qanunlart ile tanighq rolu oynayaraq onlarin
stiurlu totbiglorini asanlagdirir.

Formal montiq, elmi arasdirmalar {i¢iin daha genis
perspektivler yaradir, elmi problemlorin hollindo asas vasito
rolunu oynayir. Belo problemlar bir qayda olaraq, masalon, hor
hans1 elmi nazoriyyonin sistemlosdirilmasi vo ya verilmis
nazariyyanin montiqi ziddiyyastsizliyinin aragdirilmasi zama-ni
meydana ¢ixir.

Umumiyyatlo, montiq tofokkiiriin forma vo ganun-lar:
haqqinda elmdir. Hans1 ki, bu qanunlar bir sira hoaqiqi
hokmlordon diger hokmlorin ¢ixarilmasi1 qaydalarmi mii-
oyyen edir.

Bos onda riyazi mentiq nayi Oyronir? Bu elmin
predmeti nadan ibaratdir? Bu suallara qisa olaraq belo ca-vab
vermok olar. Masalon, mexanika elmi cisim vo ya ci-simlor
sisteminin horokoti, onu torodon soboblor vo horokot
qanunlar1 haqqinda elm oldugu kimi riyazi mentiq do
tofokkiir qanunlari, onlarm tohlili v totbiqi haqqinda elmdir.
Riyaziyyat deduktiv bir elm oldugundan tosadiif edon
faktlarin ciddi isbatdan kegirilmasi onun biitiin saha-lori ligiin
moarkozi masololorden biridir.

Ciddi isbatin no demok olmasi mosalasi iso mantiqi
xarakter dasiyir veo ona riyazi montiqin miithiim bir sahosi
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kimi baxirlar.

Ona goro do deya bilorik ki, riyaziyyatda istifade
olunan formal isbat metodunun ciddiliyinin asaslandiril-masi1
riyazi montiqin osas problemlorindon biridir. Bu problem
hom do riyazi hoqiqatlorin tobistinin aydinlag-dirilmasini
talob edir. Bir halda ki, riyazi montiq qarsiya ¢ixan masalalari
riyazi metodlarla  Oyronir, demoli, bu mo-salolors
miinasibotdo riyaziyyatin tobiotine miixtolif baxis-lar
meydana golir. Riyaziyyatin tobiotino aid baxislar, asa-son iki
qrupa boliiniir. Bunlardan birini kontensivizm (mozmunlu),
digorini iso formalizm (aksiomatik) adlan-dirirlar.

Birinci ndqteyi-nozora goro riyaziyyat tamamilo
miloyyon predmets, miioyyon mozmuna malikdir. Riyazi
faktlarin ifado edilmosi zamani istifado edilmis obyektlor
tamamilo aydin olmalidir, doqiq mona dasimalidir. Masa-lon,
adad, c¢oxlug, miinasibat, funksiya vo sairs anlayislar kimi
burada todqiq olunan obyektlorin do mozmunu eyni doracoda
aydin olmalidir.

Ikinci ndqteyi-nozora gors iso tadqiq edilon obyekt-lor
ya torif olunmur, yaxud da torif olunur, lakin onlarin xalis
tobioti molum olmur vo onun molum olmasi he¢ lazim da
deyildir. Omna goro do formalizmdo bir kateqori-yali
obyektlorin basqa kateqoriyali obyektlorlo ovoz edil-mosi
nozoriyyonin diizgilinliiylino tosir etmoys do bilor; toki
ovvalcadon qobul edilmis miilahizolorin (aksiomlarin) dog-
rulugu tomin edilsin.

Birinci ndqteyi-nozorin torofdarlar1 Freqe, Rassel,
Brauer vo onlarin ardicillari idi. Ikinci cobhonin basinda iso
Hilbert,Bernays,Qeyting vo onlarin sagirdlori dururdu.

Hor iki baxisin torofdarlar1 6z ideyalarini inkisaf
etdirmok {i¢iin riyazi mantiqe aid qiymatli asorlor yazmis-lar.
Mosalon, Frenkel, Cerg, Salts, Lukasevig, Yanovski vo basqa
moantiqgilorin - osarlori  riyazi  mentiqe aid  qiymatli
informasiyalarla zongindir.
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Miixtolif riyazi nozoriyyslor iso aksiomatik metod-
larla Hilbert, Akkerman, Mastovski, Novikov, Tarski va s.
kimi gorkomli alimlorin gorgin omoyi ilo islonib hazir-
lanmisdir. Belo nozoriyyolorin oksoriyyoti se¢mo aksiomu,
kontinium-hipotez kimi mohsur aksiomlara osaslanir ki,
bunlar da Hdodel, Karri, Kuayn, Rosser vo Spikkerin elmi
islorindo hortorofli isiqlandirilmisdir.

Peano, Dedekind vo Urassman 6z qiymotli osorlo-
rindo natural odadlorin sistematik nozoriyyesini riyazi
moantiqin kdmayils yenidon isloyib hazirlamislar.

Natural ododlor nozoriyyasine aid Peanonun qoy-dugu
aksiomlar riyaziyyata aid miiasir monoqrafiyalarm oziiliinii
toskil edir. Mosalon, bu aksiomlar Landaunun asorlorindo
nazori hesabin montiqi qurulmasi {i¢lin asas olmusdur. Bu
sahada Peanodan sonra Skolem vo Lorent-sen qiymatli addim
atmiglar.

Miilahizalor cabri vo predikatlar hesab1 6z deduktiv
sorhini Klini, $midt vo Qentsenin monoqrafiyalarinda
tapmigdir. Bu monoqrafiyalarin hor birinde miioyyon bir
deduktiv sistemo baxilmaqla digor eyni tipli nozariyyslora
dair tarixi va tonqidi qeydlor verilir, qurulmus nazariy-yslorlo
bagli qarsiya cixan paradokslarin mahiyyati izah edilir.
Qentsenin kiilliyyatlarinda intuistlorin baxiglarmin genis
monzarasi acilmaqla bu nozeriyye torofdarlarinin (Brauer,
Markov, Kroneker, Puankare vo i.a.) ziddiyyetli ndqteyi-
nozorlori otrafli tohlil edilir. Hom do burada in-tuistlorlo
formalistlor arasinda bitorof movqge tutan Veyl, Qudsteyn,
Sanin kimi gorkomli riyaziyyatcilarin ikili isti-qamaotlori
tonqid edilir.

XIX osrin axirlarinda riyaziyyatin sistemlosdiril-masi
vo osaslandirilmasi ii¢iin  ¢oxluqlar nozoriyyesinin daxil
edilmoasi, habelo riyazi nozoriyyolorin qurulmasinda nozori
coxluq aparatmin biitiin riyaziyyat ii¢lin osas qobul
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edilmosinin bdyiik ohamiyysti olmusdur. Lakin bu, bir sira
paradokslarin yaranmasi ilo naticolonmisdir. Onu da qeyd
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edok ki, riyazi paradokslarin (bu barodo sonralar otrafli
danisacagiq) boyiik oksariyysti coxluga daqiq torif vermo-don
onun nazariyyesinin mozmunlu sakilde qurulmasi sababindon
meydana golmisdir. Ona gore do ¢oxluglar nozeriyyasinin
Oziiniin formal qurulmas: (kitabda buna xiisusi fasil
ayrilmigdir) alimlorin diqgqoet morkozindo idi. B.Baltsano,
R.Dedekind, Q.Kantor vo s. kimi riyaziyyat-¢ilarin
asarlorinds inkisaf etdirilmis coxluqlar nozoriyyasi, riyaziyyat
osaslarinin todqiqi tgiin perspektivli olmasi ilo bir cox
alimlorin digqotini calb edirdi. Nozori ¢coxlugla bagl bir sira
kosflorin riyazi montiqin inkisafindaki rolu Q.Freqe vo
P.Rasselin todqiqatlarinda daha aydin goérii-niirdii. Yuxarida
geyd etdiyimiz kimi ¢oxluglar nozoriyys-sinin 6ziiniin daxili
ziddiyyatlori ilo alagodar meydana ¢ixan paradokslarin aradan
qaldirilmasi tgiin giicli mon-tiq tolob olunurdu. Mohz bu
tolab riyazi mantiqin sarbast bir elm kimi meydana golmasine
sobab oldu.

XX osr elmi texniki inqilabin on bdyiik naliyyatlorin-
don biri giiclii elektron hesablama masinlarinin vo avto-matik
idaroetmo sistemlorinin yaradilmasidir. Belo ma-gmlarin va
idaroetmo  morkozlorinin  yaradilmasit  boylik  hocmli
informasiyalar1 yiiksok siiratlo isloyib hazirlamaq, habels
qarsiligh olagads olan minlorlo doyisonlorin tosvir et-diyi
miirokkob sistemlorin tohlili {i¢lin genis imkanlar acdi. Bu
gabildon olan miirokkob sistemlora, mosalon, ehtiyatlarin
istifado edilmasi, nogliyyat axininin nizamlanmasi, sohor
tosarriifatinin idare olunmasi, iqtisadi planlagdirma va s. kimi
problemlori aid etmok olar.

Bununla belo, halo do miibahisoli qalirdr ki, gérasen
bozi miirokkob sistemlorin, mosalon, humanitar sistemlorin
analizi i¢lin adi miqdar1 analiz dogrudan da, effektli hesab
edilo bilormi? Basqa sozlo, ancaq insanlarin bilik vo miiha-
kimasi tolob olunan sistemlor {i¢iin miqdari analiz ns daro-codo
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effektli hesab edilo bilor? Malumdur ki, bir qayda olaraq, bels
sistemlor kifayot qodor miirokkob olmaqla hom do islomo
prinsiplori adadi komiyyatlorlo tesvir olunan mexa-niki
sistemlora nisbaton, doqiq vo korrekt tayin olunmurlar. Tobiidir
ki, kifayat qodor miirokkob olan humanitar sistem-lor (masalon,
humanitar masalolor, siyasi sorhlor, edilon mo-ruzolor va s.)
imumi qobul edilmis miqdari metodlardan forqli analiz
metodlarinin  totbiqini tolob edir. Basqa sozlo desok, belo
sistemlorin real modellogdirilmasinin tohlili ii¢lin miqdari
metodlarin totbiqini bir qodor sadslosdirib onun ovazine
linqvistik metodlar1 daxil etmok zorurati yaranir; yoni el
metodlar ki, doyigonlorin aldig1 qiymatler tokcs adad deyil, ham
do tobii vo ya siini qurulmus dilin sézlori vo ya ciimloloridir.
Belo doyisonlor, mohz, qeyri solis mentiqin, habelo toqribi
mithakimo vo qorar gobul etmo nozoriyyasinin osasini togkil
edir.

Belolikls, yuxarida qeyd etdiyimiz kimi elektron he-
sablama masinlari, mosolon, mexanika, fizika, kimya, elektrik
dovralori vo elektromaqnetizm qanunlar1 ilo idare olunan
sistemlor iiglin yiiksok effektli oldugu halda, toossiif ki, bunu
humanitar sistemlor iiciin demok olmaz. Dogrudan da, bu
masinlar folsofa, psixologiya, adobiyyat, sosiologiya, hiiquq,
siyasat vo s. kimi humanitar sahonin qarsiya ¢ixan bir sira osas
problemlarinin halli li¢lin miivaffoqiyyatli hesab edilo bilmoz.

Humanitar sahonin nisboton miirokkab va korrekt toyin
olunmayan problemlorinin Oyronilmasinin adadlorle deyil,
sOzlor va ya ciimlalorlo tosvir edilmosi onunla sortlonir ki, bir
qayda olaraq, linqvistik tosvir prosesin adadlorlos tosvirindon az
konkret vo doqiqdir. Masalon, «Orxan gonc-dir» ifadosi
«Orxanin 20 yas1 var» climlosino nisboton az korrekt va
informativdir. Bu monada ganc soOziino yas ling-vistik
dayiseninin qiymati kimi baxmagq olar.
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I HISSO. Klassik montiq

Tabiat he¢ bir ideyadan asitli deyil,
ideyalar isa onun asasinda yaramyr.

Aristotel

I FOSIL. MUXTOLIF NOZORiYYOLORIN
QURULMASINDA RiYAZI MONTIQIN ROLU.

§1. Riyazi mantiqin predmeti va onun inkisafi
haqqinda qisa tarixi ogerk

Riyazi moantiq riyazi isbatlari, onlarin somarali lisulla-
rin1 va habelo formal qurulmus riyazi nazoariyyslorin osaslan-
dirilmas1 masolalorini dyronir. Basqa sdzlo riyazi maentiqi
Oyronmak riyaziyyatda istifado olunan mentiqi olagalori 0y-
ronmok demoakdir. Odur ki, montiq elmi miixtalif metodlara
osaslanaraq riyazi nozoriyyealorin qurulmasinda miithiim bir
vasita kimi boyiik shomiyyato malikdir.

Riyazi mantiqin asas anlayislarindan biri miilahizadir.

Miilahizo dogru vo ya yalan olmas1 barado hokm et-
mok miimkiin olan noqli ciimloys deyilir.

Montiqin asas qanunlarindan biri olan ii¢iinciiniin is-
tisna edilmasi qanununu rahbar tutaraq deyas bilsrik ki, hor bir
miilahizo eyni zamanda hoam dogru, ham ds yalan ola bil-maz.

Biz bundan sonra dogru miilahizolori toklif adlandira-

cagiq.
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Montiq nezoriyyasinde aqli noticonin vo tofokkiiriin
komoyilo verilmis miilahizo vo ya miilahizolor sisteminin
dogruluguna arxalanaraq onlardan asili bagsqa miilahizonin
dogru vo ya yalan olmas1 haqqinda daqiq fikir sdylomok olar.
Hom do burada todqiq olunan miilahizonin yalniz forma va
qurulusu asas gotiiriiliir, onun mozmununa ohamiyyst ve-
rilmir. Misal {i¢iin, riyaziyyatda on ¢ox tosadiif olunan sillo-
qizm qanununu gotlirok. Bu qanun tesdiq edir ki, agor B
hokmii 4 hokmiiniin mentiqi naticesidirsa vo C hokmii do
B hokmiinlin montiqi noticosidirss, onda C hokmi A4 -nin
montiqi naticosidir. Bunu biz sonralar bels yazacagiq: 4 = B
vo B= C olarsa, onda 4= C. Eyni zamanda bu qanun
A, B, C horflori ilo hans1 obyektlorin isaro edilmosin-don

asili deyildir.

Riyazi mantiqin asas tadqiqat obyekti miixtalif hesab-
lardir: natural adodlor hesabi, miilahizalor hesabi, predikatlar
hesab1 va s.

Hor bir hesab iso asagidaki osas komponentlordon iba-
rotdir: a) hesabin formal dili, b) hesabin aksiomlari, ¢) ¢ixari-
lis qaydalart.

Bu komponentlorin komayilo riyazi isbat anlayisina
ciddi torif verilir vo nazariyyonin bu vo ya basqa toklifinin
isbatinin miimkiinliiyii vo ya geyri-miimkiinliiyii tasdiq edilir.

Hor bir riyazi nazariyyani ifade edorkon biz hor dofo
moantiqden istifads etmali olurugq.

Moasolon, halo eramizdan oavval 330-320-ci illords
Evklid 6ziiniin «Baslangiclar»inda aksiomlar daxil etmis vo
moantiqin komoayilo hondesonin teoremlorini homin aksiom-
lardan almigdir.

Noinki riyazi, homginin, basqa elmi biliklori sistem-
logdirmok, miithakimo yiiriitmok, miilahizolor sdylomok wvo
habels onu isbat etmok {i¢lin mantiqdon asas vasito kimi genis
istifado edilir. Ayri-ayr1 miilahiza va naticolorin dogru vo ya
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yalan olmas1 montiqi maraqlandirmir. Onun asas moq-sadi,
diizglin miithakime metodlarin1 formal olaraq sistemlos-
dirmok vo bunlardan dogru nstico alindigimi ¢ixarmaqdan
etmokdon ibaratdir.

Montiq elminin biitiin elmlor tigun baza olmasina bax-
mayaraq, riyazi nozoriyyslorin dorin montiqi tohliline maraq
yalniz XIX asrin ortalarinda geyri-Evklid hondasasinin kosfi
vo riyazi analiz elminin bazi masalalorinin ciddi asaslandi-
rilmasini tomin etmok zorurati naticosinds yaranmisdir. Tox-
minon 160 ilo yaxin bir dovr orzinde o, bir sira paradoks-
larin, yoni ziddiyyatoe gotiron miihakimolorin daxili sirlorinin
actlmasina komok etmisdir. Paradoks (bozon buna antino-
miya da deyirlor) elo bir voziyyatdadir ki, burada nazariyye-
nin biri digarinin inkar1 olan iki miioyyen toklifinin dogru-
lugu homin nazoriyyado istifado edilon vasitolorin kdmoyilo
inandiric1 gokildo siibut edilir. ©gor riyazi sofizmlor gosdon
gizli sokildo sohv oqli natico ¢ixarmagin mohsuludursa (moe-
solon, 30736_(6=06+69) _,, " [ap=\Ja /b vas.), riyazi para-

6—6 (6—6)
dokslar bir qayda olaraq baxilan nozariyyanin fundamental
catismazliglart naticesinda yaranir. Adaton, nazoriyyads pa-
radokslarin agkar edilmosi onun yenidon qurulmasini tolob
edir. Bu xiisusiyyat holo antik dovrdon filosoflarin va riya-
ziyyat¢ilarin diqqet morkoezinde olmusdur. Moasalon, Kant
folsofosinde miihiim rol oynayan antinomiyalarin tadqiqi
diqgoti colb edirdi. Belo paradokslardan (antinomiyalardan)
biri filosof Zenonun adi ilo bagli olan moeshur «Axilles va
tisbaga» mosalasidir. Tarixi ofsanalordon molum oldugu ki-mi
Axilles coldyeriyon, ¢ox boylik addim atan geyri-adi var-
liqdir (neco deyarlor addimimin birini burada, digerini «Fitil-
borkdo» atarmig). Tisbaga iso ¢ox kigik siiroto malik bir hey-
vandir (el arasinda long horokoti tisbaga siirotilo miigayiso
edirlor).
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Sonsuz coxluq anlayigini asas gotiirorok Zenon isbat
edir ki, tisbaga kicik bir zaman fasilosi qodor, masslon, 10
dogigo eyni istiqgamotdo Axillesdon tez horokoto baglasa
«uzun ayaqli» Axilles kigik siiratli tisbagani he¢ vaxt 6tiib
keco bilmoz. Bu paradoksun sirri par¢anin yariya bdliinmosi
prosesinin sonsuz olmasindadir. Dogrudan da Zenon mase-
lasi tipli («Ox», «Stadion» vo s.) paradokslarin daxili sirlori
acilmasaydi, onda praktik olaraq bizim hor birimizin, misal
iiclin, is yerindon ¢ixib evimiza getmoayimiz sanki qeyri-
miimkiin olardi, bir stokan cay1 i¢ib qurtara bilmozdik, bir
kitab1 he¢ vaxt oxuyub qurtarmazdiq, obodi yasayardiq vo s.
Natica etibarilo Darvinin tokamiil, Eynsteynin nisbilik nozs-
riyyolori, Nyutonun iimumdiinya cazibo gqanunu vo i. a. kimi
boytik kosflor do yalan olardu.

Qeyd etmok lazimdir ki, riyazi paradokslarin boyiik
oksoriyyati nazori ¢oxluq konstruksiyasinin 6ziiniin daxili
ziddiyyatlori ilo baghdir. Misal tigiin, riyaziyyatda tez-tez rast
goldiyimiz Rassel paradoksuna baxagq.

Rassel paradoksu. Molumdur ki, ¢coxluq dedikds eyni
xassaya malik hor hanst obyektlor yigimi nazords tutulur.
Mosoalon, biitiin hoqiqi adadlor ¢oxlugu, biitiin kitablar ¢ox-
lugu, biitlin riyaziyyatg¢ilar coxlugu va s. Sinif, ailo, kiilliyyat,
ansambl, heyat vo s. sozlori ¢oxluq sdziinlin sinonimlaridir.
Coxlugun elementlorinin 6zlori do ¢oxluglar ola bilor. Tobii
olaraq belo bir sual meydana ¢ixir. Miioyyon bir ¢oxluq 6zii-
nd element kimi daxil ola bilormi? Bu suala Rassel asagidaki
kimi cavab vermisdir. Oziino element kimi daxil olmayan
biitlin ¢oxluqlar sinfini ¥ ilo isare edak. Yoni Y={X/X €X}.
Ogor Y 6ziling element kimi daxil olsaydi, basqa sozlo Y €Y
is9, onda Y ¢oxlugunun toyinine goro Y €Y . Oksinag, ogor
Y €Y olsaydi, onda yens do Y coxlugunun xassasine goro
Y eY alardiq. Demoli, ¥ coxlugu 6ziino hom element kimi
daxildir, hom do 6ziiniin elementi deyil. Gdstorilon xassoyo
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malik coxlugun olmadigini qabul etmoklo Rassel paradoksu
ilo alinan ziddiyystdon azad olmaq miimkiindiir. Ancaq mos-
soloys bu ciir yanasma voziyyoti noinki sadolosdiror, hotta
bizi daha boylik ¢otinliklorlo qarsilasdirardi. Rassel paradok-
sunun (hamginin, bu tipli diger paradokslarin) yaranmasinin
osas sobabi nozori ¢oxluq anlayisina ciddi torif vermadon onu
miixtolif voziyyeotlordo izah etmoyin vo yaxud coxlugu
Ozilinlin hor hansi1 xarakterik xassosi ilo «sadolovhco-sino»
konstruktiv qurmagin naticesidir. Goriindiiyii kimi Rassel
paradoksu coxlugun sortlo verilmosi konsepsiyasma ciddi
zarbadir.

Kantor paradoksu. Bu paradoksun qoyulusunda isti-
fado edilocok bozi anlayis vo molumatlari qeyd edok.

Tutaq ki X vo Y verilmis iki ¢oxluqdur.

Torif 1. ©Ogor X va Y coxluqlar1 arasinda qarsiliqhi
birqiymatli uygunluq yaratmaq miimkiindiirss (yoni X ¢ox-
lugunun hor bir x elementino Y ¢oxlugundan yegans y ele-
menti vo torsine hor bir yeY elementina yalniz homin

x € X elementi qars1 qoyularsa), onda X vo Y coxluqlari
ekvivalent ¢oxluqlar adlanir vo X =Y kimi igaro edilir.

Torif 2. Ogor X vo Y coxluqglar1 ekvivalent olarsa,
onda onlara eynigiiclii (borabargiiclii) ¢coxluqlar deyilir.

Basqa sozlo ogor X =Y is9, onda deyirlor ki X vo Y
coxluglart eyni giico (eyni kardinal ododo) malikdirlor. Y
coxlugunun giiclinii vo ya kardinal ododini A(Y)-lo isaro
edak.

Ogor X ¢oxlugu Y coxlugunun hor hansi altcoxlugu
ilo eynigiicliidiirso, lakin ¥ ¢oxlugu X -in he¢ bir altcoxlugu
ilo eynigiiclii deyilso, onda deyirlor ki X c¢oxlugunun giicii
(kardinal ododi) Y -in giiciindon (kardinal oadodindon) kigik-
dir.

Qeyd edok ki, Kantor paradoksu kardinal adadle sla-
qadar olub asagidaki kimi qoyulur. ©gor ¥ coxlugu Z cox-
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lugunun har hansi altgoxlugu ilo eynigiicliidiirse, onda deyir-
lor ki Y -in kardinal adedi Z ¢oxlugunun kardinal adodindon
boyiik deyil vo k(Y) < k(Z) kimi isaro olunur, k(YY) <k(Z) vo
k(Y)# k(Z) olmasint isa k(Y) < k(Z) kimi toyin edak.

Kantor isbat etmisdir ki, agor P(Y) Y -in biitiin alt-
coxluglar1 ¢oxlugu olarsa, onda k(Y) < k(P(Y)).

Indi tutaq ki, U universal ¢oxlugdur, yani biitiin ¢ox-
luglarin ¢oxlugudur.

PU) U coxlugunun alt¢oxlugu oldugundan, aydin-
dir ki, k(P(U))<kU).

Digor torofdon Kantor teoremina goro k(U) <k(P(U)).
Coxluqglar nozoriyyosino aid Sreyder-Bernsteyn teoremino
goro iso ogor k(Y)<k(Z) vo k(Z)<k(Y)-dirso, onda
k(Y)=k(Z); demoli aliriq ki, £(U)=k(PU)), bu iso
k(U)<k(P(U)) olmasina ziddir.

Daqiq ifado edilmis xassalors istinad edon problem-
lori ancaq ciddi mentiqi dilin qurulmasi sayssinds moqgbul
hall etmok miimkiindiir. Xiisusilo, ¢oxluglar nozoriyyosi ilo
olagadar meydana ¢ixan paradokslardan azad olmaga bu
nazoriyyanin qurulmasina aksiomatik yanagsma miivaffoqiy-
yotli yol hesab edilo bilor. Nozori ¢oxluq anlayist ilo bagh
olan paradokslarin dorin montiqi izah1 Brauer vo onun intuist
moktobi torafindon verilmisdir.

Intuistlor - varhigi tocriibo vo meontiqi naticolorin
komayile deyil, bilavasite «seyr» yolu ilo dork etmak, hoaqiqi
idrak1 yalniz intuisiya osasinda duymaq terafdar1 olan bu
miirtace coroyan mantiqin bozi 9sas qanunlarinin universal
xarakterini radd edirdi. Onlarin fikrinco, masalon, tig¢ilincii-niin
istisna edilmasi vo ziddiyyst kimi moshur qanunlar yal-niz
sonlu ¢oxluqlar iigiin dogrudur vo he¢ bir mohdudiyyot
qoymadan onlar1 biitlin ¢oxluqlara aid etmays asas yoxdur.
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1903-cii ildo yuxarida haqqinda danisdigimiz Rassel
paradoksunun cap edilmosi riyaziyyat¢i filosoflarin heyratine
sobab oldu.

1908-ci ildo Brauer klassik montiq qanunlarinin
sonsuz c¢oxluglara totbiq edilmasi aleyhino ¢ixis etdi. Onun
irali stirdliyli intuist proqramda «aktual sonsuzlug» anlayigin-
dan imtina etmok toklif olunurdu.

«Aktual sonsuzlug» dedikds elo sonsuz kiilliyyat no-
zordo tutulur ki, onun qurulmasi basa catmis olsun vo ele-
mentlori eyni zamanda tesovviir edilsin. Masalon, tam adad-
lor coxlugu ils isloyarkon biz, aktual sonsuzluqla qarsilagi-riq.
Kifayat qador boyiik tam odadin varligin1 forz edon intuistlor
tam odadlor kiilliyyatina qurulmasi basa ¢atmig ¢oxluq kimi
baxmagin sleyhina ¢ixirdilar. O vaxtin moshur riyaziyyatgi
montiqgilori Kronekerin, Borelin, Luzinin, Fon Neymanin,
Bernaysin va s. asarlorinde do Brauerin bu tonqidi istiqamati
hiss edilirdi.

1910-cu ilds Hilbert Brauerin ciddi intuist hiicumlari-
na vo biitiin riyaziyyati yenidon qurmaq tolobino qars1
cosaratlo ¢ixis etdi. Hilbert qarsiya ¢ixan c¢otinliyi aradan
qaldirmaq tgiin basqa yol toklif edirdi. O, aksiomatik
metodun totbiqine asaslanmagi vo belo modellords ziddiyat-
sizlik mosolosini etibarli finit (sonlu, mohdud) vasitolorin
komaoyilo birbasa todqiq etmoyi asas gotiiriirdii. Bu metod
Hilbert finitizmi adin1 almigdir.

Indi iso riyazi montiqin semantik qurulusu ilo olage-
dar olan yalang1 paradoksunu nazardon kegirak.

Bir nofor deyir: «Mon aldadiram». 9gor o, dogrudan
da aldadirsa, demoli, onun aldadiram dediyi yalandir vo o
aldatmir. Oksina ogor o, aldatmirsa, onda onun aldadiram
demosi dogrudur vo demoli o, aldadir. Beloliklo o, eyni
zamanda hom aldadir vo hom do aldatmir. Yalang¢1 paradok-
sunu daha konkret sokildo kritli Epimenid (b.e.o.VI asr)
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soylomisdir. Epimenid demisdir: biitiin kritlilor yalang¢idirlar.

Epimenid ozii kritlidir.

Demoli, o, yalancidir.

Sonra iso belo mithakima aparilir. 9gor Epimenid 6zii
yalan¢idirsa, onda onun «biitiin kritlilor yalangidirlar» fikri
yalandir, demali, kritlilor yalang¢1 deyillar.

Epimenid ozii kritlidir.

Demoli, o, yalan¢i deyil vo onun «biitiin kritlilor
yalang¢idirlary fikri dogrudur.

Istor yalang1 paradoksunda, istorso do bu mezmunda
olan digor (masolon, kond borbarxanasi paradoksu, Evbumed
paradoksu, Epimenid paradoksu vo s.) paradokslarda da
Rassel paradoksunda oldugu kimi bels bir adamin olmadigni
qobul etmoklo c¢otinlikdon yaxa qurtarmaq olardi. Lakin
goriindiiyii kimi, bu yalang1 iizorine qoyulan sort (kond
barbaorxanasinda oldugu kimi) hoyat soraiti ilo bagh sortdir,
daxili ziddiyystdir vo demsoli onun saboblorini na riyazi
nozoriyyalords, no do nozori ¢oxluqla olagodar masslolords
axtarmaq lazim deyildir. Dogrudur, belo ndqteyi-nozor tobii
olaraq hoyat hadisalorinin daxili ziddiyyatsizliklorinin acil-
mas1 kriteriyasi iigiin vacibdir, ancaq Rassel paradoksundan
forqli olaraq burada qoyulan problem he¢ do orada oldugu
gador aktual deyildir. Mantiqin semantikasindan (dil dslu-
bundan) meydana golon bu tip paradokslar formal aksiomatik
nazoriyyanin tam olmamasi haqqinda moshur Hodel teore-
minin osasini taskil edir. Istor ¢oxluq nozeriyyasi ilo, istorse
do semantik qurulusla bagl olan paradoksial masalolor (anti-
nomiyalar) hazirda kifayot qador 6z izahin1 tapmamisdir. On-
larin aradan qaldirilmasinin asas yollarindan biri ¢oxluq ns-
zariyyasinin osast Hodel torofindon qoyulmus aksiomatik
qurulmasi ideyasidir. Lakin onun 6ziiniin do ciddi ¢atinliklori
vardir.

Riyazi montiqin inkisafinin sonraki miiveffaqiyystlori

-20-



Klassik moantig. Miixtalif nazariyyalorin qurulmasinda
riyazi mantiqin rolu

de Morqgan, Bul, Sreder, Freqe, Peano vo s. kimi gérkomli
alimlorin adi ilo bagldir. Lakin o yeni bir elm sahasi kimi
Uaytxed vo Rasselin osarlorinds inkisaf etdirilmisdir.

Riyazi mantiqin sarbost bir elm kimi meydana galmoe-
sindo Hilbert, Hodel, Post, Cer¢, Klini, Kolmoqorov, Novi-
kov, Markov vo s. kimi gorkomli riyaziyyatcilarin boyiik
omayi olmusdur. Onlarm asorlorinds riyaziyyatin deduktiv
xarakteri acilir, qarsiya ¢ixan xiisusi faktlar iimumilosdirilir
vo induktiv metodlar asaslandirilir.

§2. Riyaziyyatin deduktiv xarakteri

Molumdur ki, riyaziyyatda on genis yayilmis metod-
lardan biri deduktiv mithakimo vo ya isbat metodudur. Bu
metod ciddi mantiqi asaslara arxalanir.

Deduksiya elo bir mithakimo metodudur ki, burada
imumi miilahizolordon xiisusi noticolor ¢ixarilir. Belo bir
misala baxaq. Biitiin canlilar yatirlar. Bu fimumi bir miila-
hizoadir. Pigik do canlidir (xiisusi miilahizo). Demoli, pisik do
yatir.

Basqa bir misal. Rogomlori comi 9-a bdliinen biitiin

adolor 9-a boliiniir, 100'” —1 adodinin do rogomlori comi 9-a

boliniir. Demoli, 100'® —1 adadi 9-a boliiniir.

Daha bir misal. Paraleloqramin qars1 toraflori ¢iit-ciit
konqruentdir. Romb da paraleloqramlar ailssina meansubdur.
Buradan da belo bir montiqi natica ¢ixir ki, rombun da qars1
taroflori ciit-ciit konqruentdir.

Deduktiv metod miiayyan aksiomlar sistemina osasla-
nan isbat metoduna deyilir. Bu sabobdon homin metoda bazan
aksiomatik metod da deyirlor. Bundan sonra deduktiv metod
vo aksiomatik metod anlayiglarina sinonimlor kimi baxacagiq.

Deduktiv metodun osasini toskil edon asagidaki iki
miithiim cohati forqlondirmak lazimdir:

a) riyazi obyektlorin se¢ilmosi,
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b) bu obyektlor arasinda miinasibatlorin miioyyan edilmasi.

Hor hansi riyazi obyektlor sistemini todqiq edorken,
hor seydon ovval, onlarin xassolorini vo aralarmdaki qar-
siliglh miinasibatlori ifado etmok ii¢iin lazim olan terminlor
miloyyonlogdirilir. Bundan sonra iso homin obyektlorin 6z-
lorini vo onlarin xassolorini vo aralarindaki miinasibotlori
toyin etmodon bir sira miilahizalor sdylonilir ki, homin xassa
vo miinasibatlor bu miilahizalorde 6z oksini tapir. Bu miila-
hizalor biitiin miimkiin obyektlor sistemindon elalorini ayirir
ki, onlar ii¢lin bu xassolor vo miinasibatlor 6donilsin. Belo-
liklo, sdylonilon miilahizoloro miioyyan obyektlor sinfini,
onlarin xassolorini vo aralarindaki miinasibotlori toyin edon
baslica amillor kimi baxmaq olar. Homin bu miilahizalori,
quracagimiz nazoriyyonin ilkin dogru miilahizalori vo ya
aksiomlar1 adlandiracagiq.

Tutaq ki, latin olifbasinin a,b,c,... harflori ilo isaro
edilmis obyektlorin hor hansi ¢oxlugu verilmisdir. Bu ob-
yektlor arasinda «aktivdiry termini ilo ifado edilmis binar
miinasibati iso € simvolu ilo isaro edok.

Asagidakilart ilkin dogru miilahizolor olaraq qobul
edok:

1. Heg bir obyekt 0zii-6ziindon aktiv deyil. Bunu biz
simvolik olaraq a€ a kimi igsara edacoyik.

2. Ogor a aktivdir b vo b aktivdir ¢ olarsa, onda a
aktivdir ¢ (simvolik olaraq, agor aeb vo bec iso onda
aec). Aydindir ki, elementlor arasinda € binar miinasibati
toyin edilmis elo obyektlor ¢oxlugu tapmaq olar ki, homin
coxluqda 1 vo 2 miilahizalori dogru olar vo elo obyektlor
coxlugu gostormok olar ki, onun elementlori liclin 1 vo 2
miilahizolori yalan olar.

Masalan, baxdigimiz obyektlor miioyyon bir harbi his-
sado xidmot edon osgorlori, «aktivdir» termini ilo ifade
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edilmis «a aktivdir b -don» miinasibatini iso asgorlorin boy
sirasma goro nizamli diiziiliisiindoe Babokin Isadan ovval dur-
mas1 kimi tosovviir etsok, onda homin horbi hissonin asgor-
lori goxlugu {i¢iin 1, 2 miilahizalori dogru olar.

Lakin a,b,c,... obyektlori olaraq hor hansi universal

coxlugun altcoxluglarini, «aktivdir» termini ovozino «daxil-
dir» ifadosi islotsok, onda «a aktivdir b-don» climlosi «a
daxildir b -ya (a € b) kimi» islodilor vo bu halda, 1, 2 miila-

hizolorinin hor ikisi eyni zamanda baxilan obyektlor ugiin
dogru olmaz.

Indi forz edok ki, baxdigimiz obyektlor kiilliyyat: kim-
yavi elementlor ¢oxlugudur, «aktivdir» termini iso kimyadan
molum olan aktivlik anlayisi ilo ist-listo diislir (mosolon, K
elementi Na-dan ovval golir, Na elementi Mg -dan avval

golir vo s.). Aydindir ki, bu obyektlor uciin «a aktivdir 5 -
don» miinasibati 1, 2 miilahizolorini dogru miilahizalors ce-
virir. Buna osaslanaraq bdyilik kimyagi Beketov metallarin
aktivlik sirasini miioyyon etmisdir.

Lakin, «aktivdir» terminini hondasi fiqurlar ¢coxlugun-
da toyin edilmis «oxsardir» anlayisi ilo ovoz etsok, homin
coxluqda 1, 2 miilahizolorinin hor ikisi eyni zamanda dogru
olmaz.

Bu misallardan goriiniir ki, aralarinda konkret miinasi-
bot toyin edilon vo 1, 2 miilahizolorini 6doyon obyektlor sis-
temi miioyyan bir sinif omoals gotirir. 1, 2 miilahizalorine bu
sinfin torifi kimi baxmaq olar. Miioyyon miilahizslorin ko-
mayils biz verilmis obyektlor kiilliyyatindan konkret obyekt-
lor sinfini bilavasito ayira bilirikss, homin miilahizalor mohz
nazariyyanin aksiomlaridir.

1,2 aksiomlarmin biitiin interpretasiyas: riyaziyyatda
leksikoqrafik nizamlanma nozoriyyesi adlanir. Belo nizam-
lanma ilo biz kataloglar tortib edorkon, cografi xaritolor,
molumat sorgu kitablar1 diizoldorkon, coxdoyisonli polinom-
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larin hadlorini diizorkon vo s. rastlagiriq.

Indi tutaq ki, 1, 2 miilahizolorini 6doyon obyektlor
arasinda homin terminlo ifado edilmis belo bir miilahizo do
dogrudur.

3. Istonilon @ vo b obyektlori ii¢iin ya «a aktivdir b -
dony, yaxud «b aktivdir a -dany.

Bu yeni gobul etdiyimiz miilahizo 1, 2 aksiomlarini
O0doyon obyektlorin miioyyon etdiyi siniflor i¢orisindon elo-
lorini ayirar ki, onlarin biitiin elementlori ii¢iin 1-3 miilahize-
lori dogru miilahizoys ¢evrilsin.

1,2,3 miilahizolori osasinda qurulmus bu yeni aksio-
matik nozoriyys ciddi nizamlanma noazoriyyasi, homin ak-
siomlarin ayirdig1 obyektlor ¢oxlugu iso ciddi nizamlanmis
coxluq adlanir. Masolon, tam odadlor ¢coxlugu «kigikdir» ter-
minino gora ciddi nizamlanmis ¢oxluqdur.

Lakin geyd edok ki, tam odadlor sistemini yalniz 1 - 3
aksiomlarinin komayils toyin etmok olmaz, ¢linki hamin ak-
siomlar1t 6doyan vo tam odadlor sistemi ilo iist-iisto diigme-
yan basqa sinif obyektlor ds vardir.

Indi forz edok ki, obyektlor coxlugu e, a, b, c
hoarflori ilo isaro edilmis dord elementdon ibarotdir. Burada
ilkin terminlor olaraq <+ kimi isaro olunan «vurma» va =
kimi isaro olunan «boraborlik» anlayigini qobul edok.

Asagidaki boraborliklorlo ifads olunan miilahizalori
quracagimiz nazariyyanin aksiomlar: adlandiraq.

ee=e,era=a-e=a,e-b=b-e=b,e-c=c-e=c,
a-a=b-b=c-c=e,a-b=b-a=c,a-c=c-a=>b,
b-.c=c-b=a

Beloliklo, gotiirdiiylimiiz obyektlorin, ¢ vo = kimi
isaro etdiyimiz binar omolin vo miinasibotin, habelo gobul
etdiyimiz aksiomlarin mahiyyetine varmadan hor hansi bir
aksiomatik nozeriyys qurmus oluruq. Bu formal nozariyye-
nin biitlin interpretasiyasit dord dorocoli multiplikativ qrup-
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dur.

Mosalon, baxdigimiz obyektlor 1, —1,i, —i kompleks
odoadlorindon ibarat olarsa, onda vahidin dord doracodon
koklorinin multiplikativ qrupunu alariq.

Ogor e, a, b, ¢ elementlorini uygun olaraq E, - E,
iE,—iE (burada E ikitortibli kvadrat matrisdir) kimi sorh

etmis olsaq, onda dordelementli kvadrat matrislorin multip-
likativ qrupunu alariq. Bagqa bir misal gostorak:

1234 1 234
e= ,a= ,
1234 2143

1234 1 234
b= ,C=
(3412} [4321}

dorddaracali avazlomolor olarsa, onda dorddoaracali simmet-
rik qrupun har hansi bir dordtartibli altqrupunu alariq va s.

Qeyd edok ki, yuxarida qobul etdiyimiz aksiomlarla
verilmis qruplarin biitiin interpretasiyalar1 izomorfdur.

Bir daha yada salaq ki, nozoriyyoni aksiomatik qurar-
kon, istor baxdigimiz obyektlor, istorso do onun elementlori
arasmda tapilmis miinasibotlor toyin edilmodon timumi mii-
lahizalor sOylonilir, sonra isa homin obyektlora vo miinasi-
boatlore konkret mona vermoklo sdylonilon miilahizalorin do
mahiyyati acilir. Yalniz bundan sonra o, doqiq riyazi (fiziki,
kimyovi va s.) struktura gevrilir.

Aksiomatik metodun deduktiv xarakteri do buradan
aydin olur.

Aksiomatik nozoriyys, adaton, hor hansi intuitiv ne-
zoriyyadon dogur. Dogrudan da hesabin, mexanikanin, ehti-
mal nozariyyesi vo hondesonin buglinkii aksiomatik qurul-
mas1 bu elmlorin tarix boyu inkisaf etmis intuitiv bazasina
asaslanmigdir. Duymaq vo bilavasits «seyr etmok» noticasin-
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do quracagimiz nozoriyyonin osasini togkil edon obyektlor vo
onlarin malik olduqlar1 asas xassalor segilib ayrilir. Sonra iso
secilmis obyektlori adlandirmaq (isars etmok) ii¢iin hor hansi
simvollar (xilisusi halda sozlor do ola bilor) daxil edilir ki,
homin osas xassolor bu simvollarm koémoayils yazilir. Bu
simvollar nazariyyanin ilkin simvollart vo ya terminlori, se-
cilib ayrilmis osas xassolor iso aksiomlardir. Daha sonra
nazoriyyads elo qaydalar miioyyon edilir ki, onlarm koéme-
yilo aksiomlardan mantiqi naticalor ¢ixararaq hamin aksiom-
lar1 6doyan biitiin obyektlor kiilliyyat: {iclin dogru olan yeni
miilahizolor sdylomok miimkiin olsun. Bu yeni tokliflor no-
zoriyyonin teoremlori, onlarin alinmasi qaydasi iso ¢ixarilis
qaydalar1 adlanir.

Aksiomatik nazoriyys ilk andan ona gore digqati calb
etmisdir ki, orada qobul edilmis ilkin miiddsalar onun in-
terpretasiyast noticasindo alinan istonilon konkret nozoriyye-
nin har bir teoreminin isbati ligiin kifayatdir.

Hom do nozoriyyonin hor hansi bir interpretasiyasi
ticlin isbat edilmis faktlar avtomatik olaraq diger interpretasi-
yaya kdgiiriils bilor.

Qeyd etmok lazimdir ki, intuitiv nazoriyyeni aksio-
matik nozoriyyaye kociirorkon osas anlayislarin segilmosi
ixtiyaridir. Eyni bir nazariyyoni miixtalif ciir aksiomatik qur-
maq olar vo onlarin hor birinds istifade edilon anlayislar da
bir - birindon forqli ola bilor.

Moasolon, Evklid hondosasinin Hilbert torafindon ve-
rilmis aksiomatikasinda bels ilk anlayislar altidir: «ndqtoy,
«diiz xotty, «miistovin, «insidentdir», «arasinda» vo «konqu-
ruentdir».

Lakin hamin hondasonin Pyeri torofindon toklif edil-
mis digor aksiomatikasinda iso yalniz iki dens ilk anlayisdan
istifado edilir: «ndqto» va «harokaty.

Yuxarida geyd etdiyimiz kimi, aksiomatik metod osa-
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son intuitiv nazariyyanin mohsulu olsa da, bu metodun mey-
dana ¢ixmasiin basqa bir menbayi do var ki, bu, tamamile
miixtalif olan nazariyyeslor arasinda timumi bir asas cahat vo
oxsarliglarin olmasidir. Bu vaziyyat tadqiqatgni belo bir
naticoyo gotirir ki, homin {imumi cizgilori (cohatlori) agkara
cixarsin, ayirsin vo nazariyyoni aksiomatik qurarken onlari
oldo rohbar tutsun.

Nozariyyani aksiomatik qurarken biz hor dofs qobul
edilmis aksiomlar sisteminin ziddiyyats gotirmadiyine omin
olmaliylq. Yoni aksiomlardan ¢ixarilan biitiin miimkiin noti-
color icorisinde biri digoerine zidd olan miilahizolor olma-
malidir. Nozoriyyads ziddiyyeotin askar edilmasi o demok
olardi ki, qobul edilmis aksiomlar sistemini he¢ bir obyektlor
y1gim1 6domir vo demali, bu aksiomlar he¢ nayi tasvir etmir.

Aksiomlar sisteminin ziddiyyatsizliyini bu sistemin
har hansi bir doqiq interpretasiyasini qurmaqla isbat etmok
olar.

Aksiomlar sistemi lizorinde qoyulan tsloblordon biri
da bu sistemin asili olmamasidir.

Verilmis aksiomlar sisteminin hor hanst aksiomu o
vaxt asilt olmayan hesab olunur ki, o, sistemin qalan aksiom-
larmin komayils ¢ixarila bilmosin. Hor hansi aksiomun asili
olmadigini isbat etmok iigiin elo obyektlor ¢oxlugu tapmaq
kifaystdir ki, o, sistemin todqiq olunan aksiomundan basqa
qalan biitiin aksiomlarini 6dasin, lakin homin aksiomu 6de-
moasin. Basqa sozle, aksiomlar sisteminin tadqiq olunan ak-
siomunu onun inkar1 ilo ovaz etmok naticesinda alinan sis-
temin hor hans1 bir interpretasiyasini tapmaq miimkiin olsun.

§3. Riyaziyyat asaslarinin tadqiqindd
riyazi mantiqin rolu

Riyaziyyatin montiqi osaslarla qurulmasi ideyast halo
XVII asrin ortalarinda Leybnis torafindon irali stirtilmiisdiir.
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O deyirdi: «Biz isarolordon tokco 0z fikrimizi basqa soxsloro
catdirmaq li¢ilin deyil, hom do tofokkiir proseslorimizin 6ziinii
asanlagdirmagq ti¢iin istifado edirik».

Riyaziyyat osaslarmin Oyronilmesi ve todqiqginde
moantiqden istifade edilmasini riyazi montiqin yaradici tatbiq
sahoalorindon biri hesab etmok olar. Bu sahodo asas miivof-
foqiyyst ondan ibarotdir ki, riyazi montiqin komayilo riya-
ziyyat osaslarmnin miiasir aksiomatik metodu iglonib hazirlan-
misdir. Bu, asagidaki ii¢ sortlo xarakterizo olunur.

1. Bu vo ya digor nozoriyyonin ¢ixig voziyyotinin
(aksiomlarmin) askar edilmosi.

2. Nozoriyyonin qurulmasi ii¢lin montiq vasitolorinin
(cixarilis qaydalarmin) askar edilmosi.

3. Baxilan nozoriyyenin sonraki tokliflorinin (teorem-
lorin) ifado edilmasi iiciin siini qurulmus formal riyazi dillor-
don istifade edilmasi.

Birinci sort klassik aksiomatik metodu xarakterizo
edir. Digor iki gort iso nazariyyonin qurulmasinda vo miivof-
foqiyyatlo totbiq edilmosindo sonraki addimlardir.

Riyaziyyat osaslar1 riyaziyyatin elo bir sahssidir ki,
onun kdmoayils osas riyazi anlayislarin doqiq analizi verilir,
onlar arasindaki miinasibotlor vo onunla olagali mosalolor
aragdirilir. Bu osas anlayislar vo onlar arasindaki miinasi-
botloro goro riyazi nozoriyyolor qurulur vo tokliflor isbat
edilir. Masalon, hondasi fiqurlarin qurulmasi vo onlarin xas-
salorinag aid teoremlorin isbat edilmasinds asas anlayislarin vo
miinasibatlorin mithiim rolu holo antik hondososiinaslarin
osorlorindo geyd olunurdu. Deduktiv metodu inkisaf etdir-
moklo, onlar hondosonin 6ziiliinii toskil edon osas anlayig-lari,
aksiom vo postulatlart bu elmin qurulmasi vo inkisafi {iciin
¢ix1s noqtosi hesab edirdilor.

Evklidin «Baglangiclarninda belo osas anlayislar
«ndqtor, «diiz xott» vo «miistovi», onlar arasindaki miinasi-
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batlor iso aksiom vo postulatlardir.

Riyaziyyat osaslar1 sahosindo elmi axtariglarin
saviyyesi ise asagidaki li¢ istigamatde sociyyalonir:

a) hondosi aksiomlarin bazasi osasinda aksiomatik
metodun tokmillogdirilmasi;

b) qobul edilmis ciddi aksiomatikaya goros komiyyot
nozoriyyasinin odadlor vo ododi c¢oxluqlar nazariyyssine
yaxinlasdirilmasi tohlilinin qurulmasi;

c¢) odod vo c¢oxluq anlayiglarinin osaslandirilmasi
istigamotinds todqiqat aparilmasi.

Hilbert tolimindo irali siirilon bu ideya riyaziyyat
osaslar1 masalalorinin hollinds yeni marhalonin baglanmasi vo
aksiomatik metodun inkisafi {iclin doniis noqtosi idi.

Hilbertin toklif etdiyi vo onun ardicillar1 torafindon
inkisaf etdirilmis riyaziyyatin formallagdirilmas1 metodu
noinki riyaziyyat osaslarmin montiqi problemlorinin todqi-
qinda, hom ds riyaziyyatin bir ¢ox bolmslarinin inkisafinda
xiisusi ohomiyyat kosb edirdi.

Riyaziyyat osaslarmnin todqiqinde vo inkisafinda 6z
totbiqini tapana qodor kecon uzun bir dovr orzindo riyazi
moantiq, riyaziyyat elmlori icorisinde gizli foaliyyot
gostororok, yalniz onlarin daxili toloblorino xidmot edirdi.
Lakin o, «daxili elm» kimi homiso sorafli vo vacib olmus,
insan zokasinin tadqiqat obyektino ¢evrilmisdir.

Riyaziyyat asaslar1 ii¢iin mentiq elminin rolunu lazi-
minca qiymotlondiran Hilbert 1925-ci ildo yazirdi: «Bununla
hesablasmamaq olmaz ki, biz hazirda uzun miiddet davam
edon, doziilmoz vo toacciiblii paradokslar ohatosindayik. Oz-
iiniiz fikirlogin. ©gor oqli natico ¢ixarilmasinda on etibarl
dayaq hesab etdiyimiz riyaziyyatin 6zii miivaffoqiyyatsizliys
ugrayirsa, onda bas hoqiqoti harada axtarmaliyiq? Lakin in-
diyo godor sadiq qaldigimiz bu elmi doyismodon paradoks-
lardan azad olmaga aparan miivaffoqiyyatli yol vardir».
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Olbatts, burada boylik alim miiveffoqiyyatli yol de-
dikdes riyaziyyatin montiqi osaslarla qurulmasini nozards tu-
turdu.

Hilbert taliminin asas prinsnplori asagidaki iki mo-salo
iizorindo qurulmusdur.

1. Elo asas anlayiglar vo prinsiplor macmuu tapmali ki,
onlar nozori c¢oxluq tosovviirlorinin he¢ bir miiommali
sahasini 6ziinds saxlamasin.

2. Belo anlayislar c¢orgivasindo istonilon aksiomlar
sistemi, xilisusi ilo do, ¢oxluq nozoriyyesi aksiomlari ii¢iin
ziddiyyatsizlik vo asili olmamaq mosalalorini qoymaq va
onlar1 hall etmok.

Riyaziyyat osaslarinin dyronilmasine bagqa bir istiqa-
motdo yanasmaq riyaziyyatda istifado edilon vo osaslandiril-
mas1 miimkiin olmayan boazi voziyyatlorin tadqiqi ilo alaqge-
dardir. Buraya, xiisusi halda, riyaziyyatda geyri-mohdud tot-
biq olunan {i¢iinciiniin istisna edilmosi ganunu vo segmo ak-
siomunu aid etmok olar. Intuist riyaziyyatg¢ilarin programinda
riyaziyyatin mohz bu prinsiplorin ¢iddi moahdudlasdirilmasi
osasinda qurulmasi tolob olunurdu. Homin dévrdo rus alimi
A.A.Markov vo onun ardicillart torofindon inkisaf etdirilon
riyaziyyat osaslarinin Oyronilmesinin konstruktiv. metodu
mantiqi vasitalorin riyaziyyata daxil edilmasini tonqid edirdi.
Bununla yanas1 onlar riyazi naticalorin alinmasinda alqoritm
anlayisindan sistematik olaraq istifado edilmosi terofdar:
idilor. Riyaziyyat asaslarinin dyronilmasing yonsldilon bii-tiin
istiqamatlor, biitdvliikde, riyaziyyatin siiratli inkisafina ciddi
tokan vermisdir.

§4. Miixtalif nazariyyslorin 6yronilmasinda
formalizasiya metodunun tatbiqi vo
bununla riyazi mantiqin slaqasi

Biitovliikkdo riyaziyyat elmi iiglin universal bir dilin
qurulmasi vo bu dilin bazas1 osasinda riyazi isbatlarin for-
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mallasdirilmas: progqrami birinci dofo Freqe vo Rassel toro-
findon irali siirlilmiisdiir. Hondasonin montiqi dilde qurul-
mas1 159 ¢ox qadim tarixo malikdir. Lakin Evklid hondase-
sinin inkisaf etdirilmosi vo Boyai - Lobagevski hondosasinin
yaranmasi bu elmlo bagl olan nazariyyslari formallagdirmaq
vo onu montiqi dilo ¢evirmak zorursti dogururdu. Hondasi
intuisiyalarin etibarli olmadigmi dork edon Hilbert intui-
siyaya miiraciot etmadon Evklid hondssasini digqgatle nozor-
don kec¢irmis vo onu montiqi osaslarla yenidon iglomisdir.
Bunun da noticesindo Hilbertin, birinci nasri 1899-cu ilda
capdan ¢ixmis «Hondoso asaslar» monoqrafiyas: yaranmis-
dir.

XIX osrin ortalarinda Bul vo Morqanin c¢ap edilmis
elmi osarlori birinci olaraq Aristotel mantiqinin cobra kocii-
riilmosine hosr edilmigdir. Bir qodor sonra Freqe vo Pirs
predikatlar montiqini, habelo predmet doyigonlori vo kvan-
torlar1 «cobr dilinoy» daxil etmislor. Bunun da noticosindo bu
dilin riyaziyyat osaslarinin bir ¢ox mosaloloring totbiqi ligiin
real imkanlar agilmisdir. Elo bu vaxt Veyerstras, Dedekind vo
Kantorun asarlorindo tam ododlor hesabinin, habelo biitiin
klassik riyaziyyat ugiin osas gotiirmoklo, riyazi analiz vo
funksiyalar nozoriyyosinin  «arifmetizasiyasinin» —miim-
kiinliiyli g6storildi. Daha sonra Peano vo Dedekind hesabin
Oziinlin aksiomatik qurulmasi prinsipini igloyib hazirladilar.
Bundan olavo hom do Peano montiqi dil {i¢iin daha olverisli
simvollardan istifade etmoyi toklif edirdi. Sonralar bu dil
Rasselin vo Uaytxedin «Riyaziyyat prinsiplori» adli birge
asarlorinds tokmillosdirildi. Homin asarde biitiin riyaziy-yatin
montiqi dilo qovusdurulmasi togabbiisii iroli siiriiliirdii. Lakin
bu tosobbiis miivoffoqiyyotsiz oldu. Ciinki sonsuz ¢oxluqlarla
olagodar olan bir ¢ox tokliflori sirf montiqi aksiomlarin
komoyilo almaq mimkiin olmurdu. XX osrin birinci
onilliyinde Hilbert hor bir riyazi noazoriyyoye miix-talif
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modellordos  baxmaq vo nazariyyslorin  aksiomlarinin
ziddiyyatsizlik vo asili olmamaq kimi baslica problemlorini
homin modellords birbaga hall etmok toklifini verdi.

Riyazi nazariyyslorin belo modellorinin tam formali-
zasiyasi, yoni aksiomatik qurulmasi miiasir riyaziyyatda qo-
bul olunmus adi simvolikaya formal mentiqi dili qosmaqla
almir. Bunun da noticesinds formallagdirilmis nozoriyyonin
tam bir simvolik dili (semantikas1i) qurulur. Bu dil {i¢iin biz
doqiq sintaksis (diizoeldilmo qaydasi) vo montiq (¢ixarilig
qaydas1) toyin etmali oluruq. Naticade almman models formal
sistem vo ya montiqli sistem deyilir. Bu metodun 6zii iso
moantiqi metod adlanir. Formal sistemo formalizm vo ya de-
duktiv hesab da deyirlor. Formalizmin hor bir toklifini for-
mula (diistur) adlandirmaq qabul edilmisdir.

Qobul etdiyimiz aksiomlar vo onlardan ¢ixarilis qay-
dalarinin kémayile alinan hor bir diisturu hamin formalizmde
cixarilan diistur adlandirirlar.

Hor hansi formal sistemin xassolarini (diizoldilma va
cixarig qaydalarini) tohlil edorok, habelo onlarla olagadar no-
ticolori arasdiraraq basqa bir nozoriyyonin doqiq tosvirinog
baslamaq olar. Bu axirincint metanazoriyya adlandiracagiq.
Homin formal nozoriyyonin 0ziino iso predmet noazariyya
deyirlor.

Formal sistemlorin xassalorini dyronarok onu metadil
cor¢ivasindo mozmunlu riyazi metodlara kecirmoyo metari-
vaziyyat, yaxud isbatlar nazariyyasi deyilir. Bagqa clir desak,
metariyaziyyat formal nazariyyslorin elo metodlarla todqiqi-
dir ki, ondan imumi roys gora mohz bu ndv yaradiciliqlar
tiglin istifado edilmolidir.

Metariyazi anlayisa misal olaraq hondoso aksiomlari-
nin ziddiyystsizliyini géstormok olar. Orada ziddiyyetsizliya
verilon torif istonilon formal nozoriyyoyo totbiq edilo bilar.
Formal sistem bir qayda olaraq mozmunlu (qgeyri-formal)
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riyaziyyatdan onun bazi bélmalorinin formallasdirilmasi ne-
ticasindo alindigindan belo formal sistemin simvollari, diis-
turlar1 vo basqa anlayislar1 geyri-formal riyaziyyatin termin-
lori vasitasils interpretasiya olunur.

Formal nozoriyyonin har hansi xassalorini tosvir edon
teoremlor metateorem adlanir.

Riyazi nazariyyalorin formalizasiyast masolosilo Hil-
berto godor do mosgul olmuslar. Masalon, 1871-ci ildo Kleyn
torofindon qurulmus proyektiv. model Lobagevski hon-
dososinin  ziddiyyetsizliyi mosalosini Evklid hondasssinin
ziddiyyatsizliyino gotirir. Oz ndvbesinde Evklid hondosasi-
nin ziddiyyotsizliyi mosolosi do hoqiqi odoadlor nozariyye-
sinda ziddiyyatsizlik mosalosine gotirilo bilor. Lakin riyazi
analiz vo hesab liclin ziddiyyatsizlik problemini hall etmok-
don 6trii hansi vasitolordan istifade etmokls model qurmagin
praktik yolu goriinmiirdii. Hilbertin xidmati do ondan ibarat
olmusdur ki, o, ziddiyyetsizlik problemini hall etmok {igiin
birbasa yol gostormigdir. Formal nozariyyonin ziddiyyatsiz-
liyi o demokdir ki, hor hans1 diistur vo onun inkar1 homin
nazoriyyads eyni zamanda c¢ixarilan olmasin. Hilberto goro
verilmis nazariyyanin ziddiyyatsiz oldugunu isbat etmak iicilin
ovvalco onu formal sistem goklindo ifado etmok, sonra iso
baxilan nozoriyyade ¢ixarimayan diisturun varligmi gos-
tormak kifayotdir. 1930-cu ildo Kurt Hodel predikatlar hesa-
bmin tamligini isbat etmoklo gostormis oldu ki, bu hesab
riyaziyyatm formallagdirilmasi {i¢iin baza ola bilocok mantiqi
sistemdir. Lakin o, 1931-ci ildo hesabin komoyilo biitiin
riyaziyyati formallagdirmaq miimkiin olmadigmi (tam olma-
maq haqqnda Hodel teoremi) isbat etdikdo Hilbertds riya-
ziyyat osaslarmin biitiin masalolorinin holli u¢lin onun gos-
tordiyi yolun dogruluguna bir inamsizliq yarandi. Tam olma-
maq haqqinda Hddel teoremina gora, ogor hesabr 6z daxiling
alan formallasmis sistem ziddiyyatsizdirss, onda bu sistemda
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onun ziddiyyatsizliyi haqqinda ifade edilmis toklif, nozoriy-
yonin formallagdirilmasi vasitolorinin komoyilo isbat edilo
bilmoz. Bu o demok idi ki, masslonin holli Hilbertin diislin-
diiyli godor do asan deyilmis. Lakin Q.Qentsen vo P.Novikov
gostordilor ki, hesabin formallagdirilmas: iigiin zoruri olan
vasitalor ¢orgivesindon konara ¢ixaraq, kafi qoder etibarl
konstruktiv vasitolordon istifade etmokls onun ziddiyystsiz-
liyini isbat etmak olar.

§5. Avtomatik idaraetma sistemlarinin qurulmasi va
kibernetika elminin yaranmasi ilo slaqadar
riyazi mantiqin intensiv inkisafi

XX asrin ikinei yarisinda riyazi montiqin basqa elmi
saholoro totbiqi iiclin daha genis imkanlar acildi. Riyazi
moantiqin hesablama texnikasina, kibernetikaya vo informa-
siya sorgu sistemlorino totbiqi onu bu giin {i¢iin, xiisusilo,
aktual etdi.

Riyazi montiqin oan bdyiik nailiyystlorinden biri alqo-
ritm anlayisinin doqiq riyazi terifini vermak, yoni bu va ya
basqa sinif mosalalorin halli ii¢lin somorali {isul tapmaqdan
ibaratdir. Bu iso notico etibarilo, miiasir dovrds coald isloyon
hesablama maginlarinin qurulmasi, onlarin xalq tesarriifatinin
miixtolif sahalorino totbiqi, avtomatik idaroetms sistemlori-
nin yaranmasi, habelo kibernetikanin siiratli inkisafina goti-
rib ¢ixarmigdir.

Riyazi montiqin giiclii formal dilo malik olmas1 nati-
cosindo hazirda xotti proqramlasdirmanin miixtolif spektrls-
rini ohato edan universal elektron hesablama masinlar1 qurul-
musdur ki, bu da miiasir elm vo texnikanin on bdyiik nailiy-
yotlorindon biridir.

Ovvalcadon tortib edilmis proqrama assaslanaraq mii-
oyyan omallori vo miirokkab hesablamalar1 yerino yetir-moayo

-34-



Klassik moantig. Miixtalif nazariyyalorin qurulmasinda
riyazi mantiqin rolu

qadir olan bu masmlar 6z ndvbosinds istehsalin avto-
matlagdirilmasi1 vo mexaniklosdirilmosino, habelo xalq tosor-
rifatinin inkisafi planma uygun tortib edilmis proqrami ki-
bernetik magina, yaxud hesablama morkozino verilir, o da 0z
ndvbasindo masalonin iqtisadi modelini qurur vo onu hall
edir.

Montiqi dilin kdmaoyilo xatti proqramlasdirma mase-
losino ikili olan mosale ifade edilir vo onun hoalli mantiqi
mithakime vasitasilo asas mosalonin halli ilo slagoelondirilir.

Yarandig: lap ilk anlardan elektron hesablama texni-
kas1 belo bir inam yaratdi ki, bu masinlar miixtalif masalalo-
rin holli {iclin osas vasito hesab edilo bilor. Miixtalif elmi vo
texniki qurgular, misal ii¢lin, agir sonayenin gomiqayirma,
toyyaragilik, raket texnikasi, atom reaktorlar1 vo s. kimi sa-
halorinin inkisafi ¢cox miirokkob vo ¢otin hesablamalar apar-
magi tolob edir. Bu ¢otinlik vo miirokkoblik ondan ibaratdir
ki, lazimi naticoni almaq tligiin prosesi ifads edon cobri, dif-
ferensial vo ya inteqral tonliyi masinda hall etmok vo buraya
daxil olan parametrlori tapmaqdan 6trii milyonlarla, bazon do
on milyonlarla oamallori yerino yetirmok lazim golir. Bir ¢ox
iqtisadi masalalorin halli 200 - 300 dayisoni 6ziinds saxla-yan
coxlu sayda xatti cobri tonliklor sisteminin hoallins goti-rilir.
Talob olunan cavabi almaq {i¢iin yiiz milyonlarla ele-mentar
cevrilmolor vo hesab amallori aparilmalidir. Miiqa-yisa iigiin
qeyd edok ki, belo masalolordon birco donasini hall etmokdon
otrii hotta ixtiyarinda sads hesablayici alatlor - arifmometrlor,
codvallor vo s. olan an yaxs1 hesablayici soxsin 10 - 12 illik
gorgin omayi lazimdir.

Halbuki indi diinyada movcud olan elektron hesab-
lama masinlarinin oksoriyyeti saniyado bir neg¢o yiiz min,
hotta milyonlarla omsal yerino yetiro bilor. Elektron hesab-
lama masinlart asason 0z totbiqini istehsalin idars olunmasi
proseslorindo, iqtisadi olagolondirmo sahosindo, statistik vo
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sorgu informasiyalarinin saxlanmast vo yenidon islonib ha-
zirlanmasinda, habels, insanin siiurlu yaradiciliginin miixtalif
formalarinin modellosdirilmosinds tapmisdir.

XX osr elmi-texniki inqilabin on bdyiik nailiyyet-
lorindon biri do avtomatik idaroetmo sistemlorinin yaranma-
sidir. Bu isa cavan elm olan kibernetikanin mohsuludur. O,
yalniz ikinci diinya miiharibasindon sonra togokkiil tapmig-
dir. Onun osast Norbert Viner torofindon qoyulmusdur. Bu
elmin osasinda miixtalif tobiotli sistemlorin idare edilmasi
proseslorinin inkisafina {imumi yanasmanin mimkiinliyl
ideyast durur. Bu ideyanin giicii noinki proseslorin timumi
tohlilinin metodoloji xarakterini agmaqda, habelo informa-
siya nazoriyyasi metodlarina, dinamik sistemlora va s. naze-
riyyolora arxalanaraq miirokkab masalolorin halli ii¢lin onla-
rin miqdart tosvirinin gilicli aparatini toklif etmoyin miim-
kiinliiylindadir.

Kibernetika elmi meydana goldikdon sonra diinyanin
materiyadan va enerjidon ibarot olmasi haqqinda klassik to-
savviir, onun materiya, enerji vo informasiya kimi {i¢ tinsiir-
don ibarat olmasi fikri ilo ovaz edildi. Hom da stibut edildi ki,
canli orqanizmlorde miisahido edilon toskiledici sistemlor
informasiyasiz tasovviir edilo bilmoz.

Bu elmin siiratli inkisafi ilo alagadar onun qarsisinda
duran asas moqgsad biitiin bels togkiledici vo idarosedici sis-
temlor {iclin imumi olan vacib faktlar1t miioyyon etmok, bu
sistemlor iigiin hipotezlor irali siirmak, nozariyyslor qurmagq,
onlarin imumi qanunauygunluqlarin1 gdstormokdon ibarat-
dir.

Riyazi mantiqin asas tatbiq sahslorindon biri do sonlu
avtomatlarla olagodar masalolorin analizi va sintezidir. Son-lu
avtomatlarin osas niimunslori kimi rele-kontakt vo elekt-ron
sxemlori, lirok-damar sistemlorinin ideallasdirilmis mo-deli
olan «osab sabokalori» sxemini vo s. gostormok olar. Bu
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sistem vo sobokalorin analizi vo sintezi aparatlarinin iglonib
hazirlanmasinda riyazi montiqin rolunu xiisusi qeyd etmok
lazimdir.

Molumdur ki, hazirda hesablama riyaziyyat1 biitov-
likdo riyaziyyatin on totbiqli saholorindon biridir. Formal
moantiqi naticolorlo hesablama proseslori arasinda oldugu
kimi, riyazi montiqlo hesablama riyaziyyat1 arasinda da dorin
bir alage vardir. Miiasir hesablama moarkozlorinin qurulmasi
da homin bu slagoys asaslanir.

«Kibernetik ¢evrilis» naticosindo ovvollor insanlar
qrupu torofinden miibadilo edilon informasiyalar indi artiq
maginlara tapsirilmisdir. Informasiyalarin qobul edilmosi,
saxlanmasi, yenidon islonmosi vo verilmosi {i¢lin masin
miloyyon funksiyalart yerino yetirmolidir. Kibernetik masi-
nin bu funksiyalar1 yerinoe yetirmosi iss onlarin formal mon-
tiqi analizini igloyib hazirlamag: tolob edir. Hom do aydindir
ki, informasiyalarin masinda saxlanmasi vo bir masindan di-
gor masina Otiiriilmasi kimi daha miirokkob funksiyalarin
yering yetirilmosindo xiisusi dilin - masin dilinin qurulmasi
zoruridir. Belo dilin qurulmasi, albatts, tokco riyazi montiqin
deyil, hom do formal mantiqin predmeti olan formallagdiril-
mis dilin qurulmas1 kimi qiymatlondirilmalidir.

Bosor tarixinds toplanmis vo toplanmaqda davam edon
informasiya ehtiyatlarmdan biri, nosr edilmis motnlorin
mocmuudur. Informasiyanin bu ndviindon effektli sokildo
istifado etmok miithiim elmi masalo kimi qarsiya qoyulur. Bu
masalonin  miiveffoqiyyatlo hoalli, toplanmig informasiya
vasitalorinin dorin mantiqi tshlilini vermayi vo nasr edilmis
moatnlor soklinde ifade olunan informasiyalarin mantiqi
strukturunun timumi metodlarini yaratmag: tolob edir. Top-
lanmis bu informasiyalarin yazilmasi vo yenidon niimayis
etdirilmasi ii¢lin rasional bir sistemin yaradilmasi da giiniin
vacib mosolosi kimi garsiya ¢ixir. Insan yaradiciliginm mii-
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hiim bir sahosini ohato edon bu kimi masololor nosr edilmis
matnlorin avtomatik islonmosi masalasi ilo lizvil suratds bagh
olub torcimagilik vo molumat - sorgu kitablarinin, ka-
taloglarin, ensiklopediyalarin hazirlanmasinda, habels, bir

Klassik montiq. Miilahizalor cobri

motnin bagqa motna ¢evrilmosindo mithiim bir vasitadir.

On nohayat, montiq elmi linqvistika, beyin fiziologi-
yas1, psixologiya, tobabaot, hiiqugsiinasliq vo s. kimi elmi sa-
halords miivaffoqiyyatls totbiq edilir.

II FOSIL. MULAHIZOLOR COBRI.

§6. Miilahizalor iizarinds mantiq amallari

Yuxarida qeyd etdiyimiz kimi riyazi mentiqin osas
anlayislarindan biri miilahizodir. Miilahizo dedikds ya ancaq
dogru, ya da ancaq yalan olan noqli ciimlolori nozordo
tutacagiq. Miilahizalori latin slifbasinin 4, B,C,... kimi boy-
ik x,y,z,.. kimi ki¢ik horflori, yaxud da indeksli horflorlo
A, Aysey BBy X3 Xy eets Vs VaseesZy5 255 Kimi, onlarm
dogru va yalan olmasini iso uygun olaraq D, Y («dogru» va
«yalany» sozlorinin ilk boyiik harflori) ilo isare edacoyik.

Miilahizolori isaro etmok {igiin istifado edilon horflori
propozisional harflor va ya isarslor adlandiracagiq.

Sada noqli ciimlo soklinde sdylonilon miilahizalori
elementar miilahizalor vo ya atomlar adlandiraq.

Mantiq omallari vo ya bazon deyildiyi kimi propozi-
sional olagolor vasitosilo verilmis elementar miilahizolordon
(atomlardan) yeni, miirokkob miilahizolor diizoltmok olar.
Belo montiq amoallori besdir. Bu amollor vo onlarin xassale-
rindon istifado edorok montiq cobri quracagiq.

Tutaq ki, 4, B kimi iki sado miilahizo verilmisdir.

Tarif 1. A vo B miilahizalorinin «voy» baglayicist ilo
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birlosmasindon almman yeni miilahizoys bu miilahizalorin
konyunksiyas1 deyilir vo 4 A B kimi isaro edilir.
A, B konyuktiv hadlar adlanir.

Klassik montiq. Miilahizalor cabri

Misal. 4 mulahizasi: « 7 irrasional adaddir».
B miilahizasi: «dova ev heyvanidiry.

AAB miilahizesi « 7 irrasional adaddir vo dova ev
heyvanidiry soklinda olacaqdir.

Sade miilahizalor vo onlarin konyunksiyasindan iba-
rot miilahizonin dogruluq qiymatlorinin tohlili bels bir nati-co
cixarmaga imkan verir ki, iki 4 vo B miilahizalorinin 4 A B
konyunksiyas1 onlarin hor ikisi dogru olduqda vo an-caq
onda dogru olur.

Bu deyilonloro goro konyunksiya iigiin dogruluq cad-
vali belos olar:

A B ANB
D D D
D Y Y
Y D Y
Y Y Y

Konyunksiya omolini sonlu sayda 4,,4,,...,4, miilahizolori

lclin do toyin etmok olar: 4,AA4,A...A 4, . Bu yazilis ovo-

zino sadaco olaraq /\ A4, yazacagiq. Verilmis 4,,4,,...,4,,
i=1

miilahizalorinin konyunksiyasi1 homin miilahizalorin har biri
dogru oldugda vo ancaq onda dogru olar.

Torif 2. Iki 4 vo B miilahizolorinin «yaxud» (vo ya)
baglayicis1 ilo birlogsmosindon alinan yeni miilahizoys bu
miilahizalorin dizyunksiyas:1 deyilir vo 4AvB kimi isaro
olunur. 4, B dizyunktiv hadlor adlanir.
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Misal. 4 miilahizasi: «Palong vohsi heyvandir».
B miilahizasi: «35 adadi tam kvadratdir».

AV B miilahizosi: «Palong vohsi heyvandir, yaxud 35
odadi tam kvadratdir» miilahizasindan ibaratdir.

Sade miilahizalorin vo onlarin dizyunksiyasinin dog-
ruluq qiymotlorini tohlil edorak belos bir noticoys golo bilorik
ki, iki 4 vo B miilahizasinin AV B dizyunksiyast bu
miilahizalorin hor ikisi yalan oldugda ve ancaq onda ya-lan
olur. Odur ki, dizyunksiya ii¢iin dogruluq codvali bels olar:
AvB

~I~T|T
~| O~ ||
~| oD
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Dizyunksiya omolini sonlu sayda 4,,4,,...,4, miilahizalori

tiglin do toyin etmak olar: 4,V 4,V...VA4A,=V 4,.

i=1
Verilmis A4,,4,,...,4, milahizalorinin dizyunksiyasi

homin miilahizolorin har biri yalan oldugda vo ancaq onda
yalan olur.

Miilahizalor iizorinds aparilan ii¢lincii omal implika-
siya adlanir.

Torif 3. ki 4 vo B miilahizolorindon «ogor,...,
onda» sOzbirlogsmasi vasitosilo alinan miilahizoys bu iki mii-

lahizonin implikasiyast deyilir vo 4 = B kimi isaro olunur.

Bozon 4 = B yazilisini, «aogor 4, onda B» kimi oxuyurlar.
Bunun asagidaki sinonimlori do vardir: 4 olduqda B olar,
A-dan B alinir, B, A-nin naticasidir va s.
Misal. 4 miilahizosi: «Ugbucagin daxili bucaqlarmmn
comi 4d-ya borabardiry.
B miilahizasi: «5 sade adaddiry.

A= B miilahizosi: «9gor iicbucagin daxili bucaq-
larmin comi 4d-ys barabordirse, onda 5 sads odaddir» miila-
hizasindon ibarot olacaqdir.

Iki 4 vo B miilahizolorinin 4= B implikasiyas1
onda vo ancaq onda yalan miilahizs olar ki, 4 dogru, B iso
yalan miilahizo olsun. Bu dediyimizo asason implikasiya
ticlin dogruluq codvali asagidaki kimi olar:

A B A= B
D D D
D Y Y
Y D D
Y Y D

A= B yazilisinda 4 miilahizosi sort, B miilahizosi natico,
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A= B iso mantiqi gozlomo adlanir.

Torif 4. A vo B miilahizolorindon «onda vo ancaq
onda», «yalniz vo yalniz onda», «onda va yalniz onda» séz-
birlosmalorinin kdmoyilo alinan yeni miilahizoys bu miila-

hizolorin ekvivalensiyasi deyilir vo 4 < B kimi isars edilir.

A< B yazilisinda A-ya B-nin moantiqi naticosi va
torsing B -ya A -nin mantiqi naticasi kimi baxilir.

Misal. 4 miilahizosi: «Verilmis ododin axirinci iki
rogominin amoalo gotirdiyi adod 4-5 boéliiniirse, onda homin
odadin 6zii do 4-9 boliiniiry.

B miilahizosi: «Verilmis odod 4-o bdliiniirsa, onda
onun axirinct iki rogominin omolo gotirdiyi adod 4-o bolii-
niiry.

A < B miilahizosi: «Verilmis odod onda vo ancaq
onda 4-o boliiner ki, onun axirmci iki roqominin amolo go-
tirdiyi odod 4-o boliinsiiny.

A < B cekvivalensiyast 4 vo B miilahizoalori eyni
dogruluq qiymotino malik oldugda vo ancaq onda dogru olar.
Ona goro do ekvivalensiya iigiin dogruluq codvoli asa-gidaki
kimi olar:

A B A< B
D D D
D Y Y
Y D Y
Y Y D

Nohayat, miilahizolor iizorinds aparilan sonuncu amal
inkar omoli adlanir. Bu, verilmis miilahizodon «yox»,
«deyily, «dogru deyil ki» kimi inkaredici s6zlorin kdmaoyilo
alinir.

A miilahizosinin inkarin1 4 (yaxud 74) kimi isaro
edocoyik.

Goriindiiyti kimi konyunksiya, dizyunksiya, implika-
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siya vo ekvivalensiya omaollori binar omoallor oldugu halda,
inkar omoali unar amoldir. Yoni inkar omali yalniz bir miila-
hizas lizerinda aparilir.

Misal. 4 miilahizosi: «Timsah siiriinonlor ailosino
mansubdur.

A miilahizasi: «Timsah siiriinonlor ailosino monsub
deyil» kimi olacaqdair.

Aydindir ki, agor 4 miilahizasi dogru olarsa, onda
onun inkar1 yalan olar vo torsina. Ona goro do inkar {i¢lin
dogruluq cadvali belos olar:

A
D
Y

O~ |l

§7. Diisturlar vo onlarin dogruluq qiymatlori

Yuxarida gostordiyimiz bes montiq amsllorinin bila-
vasito ardicil totbiqi naticosindo verilmis elementar miilahi-
zalordon yeni, miirokkob miilahizalor ala bilorik. Aldigimiz
bu miirakkeb miilahizaleri propozisional formalar vo ya mii-
lahizalor mantiqinds diisturlar adlandiraq.

Daha doaqiq desok:

IO.A,B,C,...,x,y,z,... horflori ilo isaro etdiyimiz ele-
mentar miilahizalor diisturlardir. Diisturlar1 yunan olifbasi-
nn o, B,Y,.... &,,Qy,..., B, B,,... horflori ils isare edocoyik.

2°. Ogor a vo B diisturlardirsa, onda

(anp),(aVp)(a=p),(a=p) a
diisturlardir.

3. Ancaq ve ancaq 1°, 2° sortlori ilo miioyyon edilon

ifadoalor (obyektlor) diisturlardir.
Diisturun torifindo qobul etdiyimiz 1° sorti diisturla-
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rin diizoldilmosi {i¢iin atilan ilk addimdir. 2° sorti iso veril-
mis disturlardan yeni diisturlarin diizeldilmesi iigiin konst-
ruktiv yol gdstorir. Nohayot, 3° sorti diisturlarin diizoldil-
mosi qaydasini yalniz 1° vo 2° sortlori ilo mohdudlasdirir.
Beloliklo do diistur anlayisi tamamilo miioyyon olunur.
Mosalon, tutaq ki, x,y,z,u,v,w ixtiyari miilahizolor-
dir. 1° sortino gére onlarm hor biri diisturdur. 2° sortino go-
o (xVy) va (x= y) disturlardir. Yeno homin sorto goro

(xV)=2), (xVy)=2)=>(xV2) v (xo ) distur-
lardur.
Umumiyyatla,

(xV(yAz), (k=)= ((x=y)A2),

(xvyAGEz=w=(vow))
disturlardir va s.

Elementar miilahizalor kimi moantiq diisturlar1 da mii-
oyyon dogruluq qiymstinae malik olur. Bu dogruluq qiyms-
tini elementar miilahizolorin dogruluq qiymoti vo diistura
daxil olan montiq omollorinin dogruluq cadvallorine gors
asanligla miiayyon etmok olar. «, f3, y,... disturlarinin dog-

ruluq qiymetlorini, p(a), p(B), p(7),... kimi isaro edak.
Ogor a diisturu dogru qiymat alarsa, onda p(a)=D,

yalan qiymet aldiqda iso p(a) =Y kimi yazmag: sortlogok.
Misal ii¢iin yuxaridaki

(xvyIN(Ez= W= (v w))
diisturunu « ils isars edib,
p(xX)=p)=pw)=D, p(y)=p()=p(w) =Y
qiymetlorinde p(«)-ni1tapagq:
p(@)=p(DVY)AN(D= D= (Y ©Y)).
Lakin,
DbvY)=D,(DvY)=Y,Y<Y)=D (D=D)=D
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oldugundan axirinci ifadoni bels yazariq:

p@)=Y AN(D= (D= D))).
Yeno do (D=D)=D, (YAD)=Y vo (YAD)=D
oldugunu nozors alsaq, p(a)=D olar.

Demoli, elementar miilahizolorin verilmis dogruluq
qiymotlori yigimi iigiin baxdigimiz « diisturu dogru qiymaot
alir. Goriindiiyii kimi montiq diisturu oraya daxil olan ele-
mentar miilahizalorin har bir qeyd olunmus qiymatlori y1g1-
mi liclin tamamilo miiayyon bir dogruluq qiymotine malik
olur.

Tarif 1. Verilmis mantiq diisturu ona daxil olan ele-
mentar miilahizolorin istonilon dogruluq qiymatlori yigimi
iiclin yalniz dogru qiymaot alarsa, onda belo diistura eyniliklo
dogru diistur vo ya tavtologiya deyilir.

Misal tligun, (4= B)<>(AV B)), (AV(AAB)= A)
va s. eyniliklo dogru diisturlardir.

Toarif 2. Verilmis montiq diisturu oraya daxil olan
elementar miilahizolorin istonilon dogruluq qiymstlori y1g1-
mi i¢lin yalniz yalan qiymat alarsa, onda belo diistura eyni-
liklo yalan diistur vo ya ziddiyyat deyilir.

Misal ii¢iin, (AA(A=B))=>B), (AAN(AV B)) = A)
va s. eynilikls yalan diisturlardir.

Toarif 3. Verilmis montiq diisturu oraya daxil olan
elementar miilahizalorin hor hansi qiymetlori yigimi iicilin
dogru qiymaet alarsa, ona yerino yetirilon diistur deyilir.

(AAB)=B), (AVB)AA)
va s. kimi diisturlar yerino yetirilondir.

Torifdon aydindir ki, biitiin eynilikls dogru diisturlar
yering yetirilon, eyniliklo yalan diisturlar iso yerino yetiril-
mayandir.

§8. Diisturlarin eynigiicliilityii vo eynigiiclii
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cevrilmalor

Tutaq ki, ¢ vo S x,x,,.. elementar miilahizolori 6ziin-

do saxlayan istonilon iki montiq diisturdur.

Torif. a vo p diisturlarina daxil olan x,,x,,...,x, do-
yisonlorinin istonilon qiymatlori yigimi ti¢lin homin diistur-
lar eyni dogruluq qiymoatina malik olarsa, onlara eynigiiclii
diisturlar deyilir vo o = f kimi yazilir.

Misal {igiin,

(x; AX)VX,)=x,, (X, >x,)=X,VX,,
(x, o x,)=(x=2x,)A(x,=Xx)

va s. eynigiicliiliiklorini gdstormok olar.

Diisturlarin eynigiicliiliiyli ilo ekvivalensiyasi arasin-
da asagidaki olaqo vardir. ©Ogor a=p olarsa, onda (ax<f)
diisturu doayisonlorin biitiin qiymaotlorinde dogru olur veo
torsing, ogor (o < B) diisturu oraya daxil olan doyisonlorin
biitlin gqiymotlorinde dogru qiymet alarsa, onda o = 8 olar.

Aydin gormok olar ki, diisturlarin eynigiicliiliiyti mii-
nasiboti refleksiv, simmetrik vo tranzitivdir. Ona goro do bu
miinasibat biitiin montiq diisturlar1 ¢oxlugunu ekvivalentlik
siniflorine ayirir.

Qeyd edak ki, a vo f diisturlarmin eynigiiclii olma-
s1 liclin onlarin eyni sayda vo eyni horflorlo isaro edilmis
doyisonlori 6zilindo saxlamasi vacib deyildir. Osas sort on-
dan ibarotdir ki, onlar bu diisturlara daxil olan dayisonlorin
biitiin qiymatlorinds eyni dogruluq qiymsti alsinlar. Maso-
lon,

(xAX)Vy)=y
eynigiicliiliiylinds sol torofdoki diistur x vo y doyisonlorin-
don, sag torofdoki diistur ise yalmiz y dayisenindon asilidir.
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Asagidaki eynigiicliiliklori hom do moantiq omallori-
nin xassalori adlandirirlar.

1° x=x
2°. (xAY)=(yAX)
3% (xvy)=(y V)
4. (xAY)AZ)=(x A (Y AZ))
5. ((xvy)vz)=(xV(yV2)
6. (xA(yVz)=((xAY)V(XAZ2))
7% (xV(yAzZ) =((xV ) A(xV2))
8°. (xVy)=(XA )
9. (xAy)=(FEV )
10°. (xAx)=x
11°. (xvx)=x
12°. (xAD)=x
13°. (xvD)=D
14°. (xAY)=Y
15°. (xvY)=x
16°. (xA(xV y)=x
17°. xV(xAy)=x
18°. (x V(EAY)=(xVy)
19°. XAV Y)=(xAY)
20°. FV(xAY)=(EVY)
21 FA(xVY))=(XAY)
2° FV(EAY))=(EVY)
8" - 9° eynigiicliiliiklorine de Morqan ganunlari, 10°-
11° eynigiicliiliiklorins iso udulma qanunlari deyilir. Bundan
olavo montiq omollorinin birini digeri ilo ifade edon vo

golocokdo tez-tez istifado edocoyimiz asagidaki eynigiiclii-
liiklori do geyd etmak faydalidir:
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23°. (xAY)=(EVY)

24°. (xv y)=(EAY)

25°. (xAp) =(x=7)

26°. (xVy)=(xF =)

27°. (x= y)=(x A Y)

28°. (x=>y)=(xVy)

29°. (x = P)=((xA YV (EAP))
30° (x = y)=((XV AV )
31. x o p) = (x= ) A(y=x))

Molumdur ki, har bir montiq diisturu sonlu sayda ele-
mentar miilahizolori vo onlar {iizorinde aparilan mentiq
ompllorini 6zlinde saxlaywr. Belo diisturun dogruluq qiymot-
lorini diistura daxil olan miilahizolorin dogruluq qiymatlo-
rind vo montiq amoallorinin dogruluq cadvallorine gora bir-
qiymatli toyin etmok olar. Bu, bilavasito doyisonlarin veri-lon
qiymatlorine gors cabri ifadslorin qiymatlorini hesabla-maqla
analojidir. Lakin cobri ifadslor {izerindo ovvealca ey-nilik
cevrilmalori aparib, sonra iso doyisonlorin aldiglar
qiymatlori yerino yazmagqla hesablamani daha rasional sokil-
do yerino yetirmok olar. Tabiidir ki, belo eynilik ¢evrilmo-
lorini montiq diisturlar1 {izorindo do aparmaq miimkiindiir.
Yoni verilmis montiq diisturunu onunla eynigiiclii olan sado
diisturla ovoz edib, alinan yeni diistur ii¢iin dogruluq qiyms-
tini hesablamaq daha olverislidir. Mantiq diisturlarinin belo
cevrilmasini eynigiiclii ¢gevrilmo adlandiracagiq.

Eynigiiclii ¢cevrilmalor zamani1 aldo rohber tutacagi-
miz osas prinsip ondan ibarotdir ki, ogor istonilon maentiq
diisturunda sado miilahizalori vo ya mantiq omollori ilo bagl
olan araliq diisturlar1 onlarla eyniguclii olan diisturlarla avoz
etsok, onda ovvalki diisturla eynigiiclii olan diistur alariq.

Moasalon, p(x)=D, p(y)=Y qiymatlori ii¢iin
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a: (xVy)A(xVvy))
diisturunun dogruluq qiymatini hesablamaq ii¢iin ovvalco onu
asagidaki kimi eynigiiclii ¢cevirak.

a(xVIANEVY))=(x=)A=x)=(x ).
Demoli,
a:(x=y)=(D<Y)=Y
olar. Eloco do, p(x)=D, p(y)=D olduqda

B:(((xVX)AY)V(XxAX))
diisturunun dogruluq qiymotini hesablamagq iigiin avvalco
XAX=X, XVX=X
eynigiicliiliiklorindon istifado edorok [ diisturunu asagidaki
kimi ¢evirok:
' B:(((xvx)AY)V(XAX))=((xAY)VX).
Indi ise alinan sads diistur {i¢lin dogruluq qiymatini hesabla-
aq:
a a:(xAny)vx)=(DAD)vD)=(DvD)=D.

§9. Ikilik prinsipi

Bu prinsipin riyaziyyatda rolu hamiya molumdur. Mo-
salan, belos bir toklifs baxagq.

Iki miixtolif ndqto yegans diiz xotti miioyyon edir.
Ogor burada «ndgta» terminini «diiz xatla» vo torsino «diiz
xatt» terminini do «ndgton ilo ovoz etsok, yeni bir toklif
alariq. Kosison iki miixtolif diiz xott yegana bir ndqteni
miloyyon edir. Belo tokliflor riyaziyyatda dual (ikili) tok-
liflor adlanir. Bazon do bels deyirlor ki, bu tokliflorden biri
digorinin ikili formasidir. Cobr kursunda xotti proqram-
lagdirma masalalorinin hallinds, handesads proyektiv foza-ya
aid tokliflorin (Paskal vo Briangon teoremlori vo s.) qo-
yulusu zamani, miicorrad ¢oxluqlar nozoriyyasinds vo basqa
saholordo bu ciir dual mosoalolorlo garsilasirig. Maraqlt co-
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hatdir ki, oagor dual mosalolordon birinin holli varsa (miila-
hizo dogrudursa), onda digorinin do halli var (diger miilahi-
75 dogrudur).

Riyaziyyata ikilik prinsipi birinci dofs fransiz alimi
Ponsele torofindon daxil edilmisdir.

Riyazi montiqds do ikilik prinsipinin kdmayile veril-
mis miilahizadon yeni miilahizo almaq veo homg¢inin, diistur
verildikdo onunla ikili olan yeni diistur qurmaq olar. Bun-
larin birinin dogruluguna osason digorinin dogru olmasi
naticosi ¢ixir. Sonralar gdracayik ki, haor bir diisturu onunla
eynigiiclii olan elo diisturla ovoz etmok olar ki, o yalniz
A, V,1 omollorini 6ziindo saxlayir. Ona goro do biz burada
elo diisturlara baxacagiq ki, onlar yalniz yuxaridaki omsl-
lorin komayils diizaldilsin.

A va Vv omdllorini bir-birile ikili olan omallor

adlandirib, dual (ikili) diisturlara asagidaki kimi torif verok.

Torif. Ogor iki a vo a  moantiq diisturlarindan biri
digorindan ikili amallorin bir-biri ilo ovaz edilmasi natics-
sindo alinarsa, onda belo diisturlara ikili diisturlar deyilir.
Moasalan,

(AAB)VAYAC) vo (AVBYAA)Vv O),
eloco do
(AV BYyA(CAD)) va (A A B)V(CV D))
diisturlar1 bir-biri ilo ikili olan diisturlardir.
De Morqgan qanunlarindan istifade edorok verilmis o
diisturu ilo ikili olan ¢~ diisturunu konstruktiv qura bilorik.
Forz edok ki, a diisturu x,,x,,...,x, miilahizolorin-
don asilidir: a (x,,x,,....x,).
Molumdur ki, de Morqan qanunlar1 diisturlara aid
olan inkar1 elementar miilahizalar iizorino kogliirmaklo A va
Vv amollarinin birini digari ilo ovaz edir. Bu da verilmis o
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vo B diisturlarinin eynigiicliiliiyiino asason onlarla ikili olan

a” vo B disturlarmin eynigiiclii olmas1 noticosini ¢1-
xarmaga imkan verir. Bu natico ikilik prinsipi adlanan asagi-
daki toklif soklinds soylenir.

Ikilik prinsipi. ©gor o vo B diisturlar1 eynigiiclii-
diirso, onda onlara ikili olan o vo B diisturlar1 da eynigiic-
1t olar.

Dogrudan da, forz edok ki, a(x,x,,...x,) vo B(x,X,,...X,)

eynigiicli diisturlar, x,,x,,...,x, 1s9 bu diisturlara daxil olan

elementar miilahizolordir.
Onda yuxaridaki naticoys asason

(X, X 50eenX,) =Q (X[, X 05000 X )
Vo
B (X, %y, X ) = B(X),X0,000X,)
olur.
Ogor bu eynigiicliiliklorde x,,x,,...,x, miilahizalo-

n

rini uygun olaraq 6zlorinin x,x,,...,x, inkari ilo avaoz etsak,

a (X,X,0x,)=a(X,X,,..,%,)  (9.1)

B (x1,%y000x ) =B(X,,X,5,..0X,) (9.2)
alariq. Digor torofdon
a(xlaXZa"'axn) = ﬁ(‘xla‘XZ""’xn)
eynigiicliiliiylino asason
a()_claxb"'a)_cn) = ﬂ()_clafb"'a)_cn)
va elaca do
a (X,X,0X,) =B (X,X,,...%,)  (9.3)

olar. Eynigiicliilik miinasibatinin tranzitiv oldugunu nazars
alsaq, (9.1), (9.2) va (9.3)-don
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a (XX ,50%,)= B (X, X,00x,)  (9.4)
alinar.

(9.1) diisturundan goriintir ki, verilmis disturla ikili
olan diisturu qurmaq ii¢lin homin diisturun 6ziinii vo oraya
daxil olan biitiin miilahizolori inkarlar1 ilo ovoz etmok
lazimdir:

a (X1, X500 X,) = (X[, X050 X )

Torif. Ogor a(x,,x,,...,x,) disturu onunla ikili olan
diisturla tist-listo diisorse, onda « diisturuna 0zii-6ziina ikili
diistur deyilir.

Moasolan,

a(x),X5,%3) = (X, AX,) V(X AX;)V (X, AX;)
diisturu 6zii-6zii il ikili olan diisturdur.

Dogrudan da, montiq amollorinin xassalorindon isti-
fads edorok asagidaki kimi ardicil ¢evrilmalar aparsaq,

o (X1,X5,X3) =a(X,X,,X3) =(X; AX,) V(X AX)V (X, AX;) =

=4 AL) A AGL)A R AX) =5 V) A V) A, V)=
=((q AX)V (5 AX) V(5 AX)V (X, VX))V (0 Axy) =
=((% V(5 V)V AR)) V(5 AX) V(G V) =((x Vg V)V
VO ALDA(X, V)=V, V) VX, V) AXG V)=
= (5 AX) V(5 AX) V(5 AX) V(06 A (X AX)) V(0 A (X, A
AX))= (X AX)V (4 AX)V (4 AX)V (5 AX) V(5 AX)V (X, AX;)V
V(6 AX) =5 AX) V(X AX) V(X AX).

alariq. Beloliklo, o (x,,x,,x;) = (x,,X,,x,) olur.

§10. Miilahizalar cobrinds hallolunma problemi

Riyaziyyatin Oyrondiyi maraqli sahalordon biri do
biitév bir sinfi ohato edon eynitipli mosalalorin halli iigiin
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vahid bir metodun (alqoritmin) olub-olmadigin1 askara
¢ixarmaq vo 9gor varsa onu tapmaqdan ibaratdir. Basqa s6z-
lo, elo bir somorali {isul gostormok miimkiindiirmii ki, onun
koémoyilo verilmis sinif mosoalolorin sortindon istifado edoa-rok
bir sira gostoriglori yerino yetirdikdon sonra homin sinif
mosalolorin halli tapilmis olsun? Verilmis sinif mosololorin
halli iiclin belo bir metodun (alqoritmin) tapilmasi vo ya
onun olmadiginin askar edilmosi hollolunma problemi adini
almisdir.

Moasalon, tigdaracali tonliklorin halli iigiin belo bir so-
marali {isul XVI osrdo Italya alimi Kardanonun davamgilari
torofindon tapilmis Kardano diisturlaridir. Kardano diistur-
lar1

x’+px+q=0

soklinda adadi amsalll kub tonliyin koklorini omsallarla ifa-
do edir.

Beloco do Evklid alqoritmi adlanan ardicil bdlmae
iisulu ixtiyari iki vo daha ¢ox sayda coxhodlinin OBOB-ni
tapmaga imkan verir vo s.

Miixtalif alqoritmlorin tapilmasi vo yaxud bozi sinif
masalalorin holli {igiin alqoritmlorin olmamasinin isbati, ha-
belo alqoritmlorin {imumi nozoriyyasinin qurulmasi hesab-
lama riyaziyyatinin siiratli inkisafina sobab olmusdur.

Miilahizalor cobrinds hoallolunma problemi asagidaki
kimi soylonir.

Elo bir alqoritm vardirmi ki, onun vasitasilo verilmis
montiq diisturunun eyniliklo dogru olub-olmadigini miioy-
yon etmok miimkiin olsun? Basqa ciir desok miilahizolor
cobrinin hor bir qarsiya ¢ixan diisturunun montiq qanunu
ifado edib-etmodiyini miioyyon edon bir riyazi aparat var-
dirm1?

Bu paraqrafda miilahizalor cobrinin hor bir diisturu-
nun eyniliklo dogru vo ya yerino yetirilon olub-olmamasi
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sualina cavab veron bir ne¢o alqoritmin varligini gostoro-
coyik.

I. Molumdur ki, miilahizalor cabrinin har bir diisturu
yegand bir dogruluq codvolini miloyyon edir. Ogor « diis-
turu x,,x,,...,x, elementar miilahizalorini 6zlinde saxlayir-

n

sa, onda ona uygun cadval 2" sayda sotir vo verilmis diis-
tura daxil olan alt diisturlarin say1 qador siitundan ibarat ola-
caqdir. Axirinei siitunun hor bir insiiri x,x,,...,x, elemen-

tar miilahizalorinin miioyyan geyd olunmus qiymatlori y1g1-
mi ligiin a(x,x,,...,x,) diisturunun dogruluq qiymstidir. Axi-

rinc1 siitunda yalniz D -lorin olmas1 o diisturunun tavtolo-
giya olmasi1 demokdir vo torsina. Eloco do « diisturunun
yering yetirilonliyi ona uygun cadvalin axirinci siitununda
he¢ olmasa bir dono D oldugunu gostorir. Belolikla, sonlu
sayda gdstariglori yerino yetirorok (dogruluq cadvali qura-
raq) hor bir diisturun eyniliklo dogru olub-olmadigini miioy-
yon edo bilorik.

Ogor o diisturuna uygun qurulmus cadvolin axirinci
siitununda yalniz Y -lar durursa, diistur yerino yetirilmoyon-
dir vo demali o, eynilikls yalan diisturdur.

Misal. Dogruluq cadvali qurmaqla asagidak: diistu-
run eyniliklo dogru olub-olmadigini yoxlayaq:
a(x;,x,)=((x; AX;)= (X, Ax,)).
Birinci sotirdo o diisturunun biitiin miimkiin olan
altdiisturlarin1 yazmaqla asagidaki cadvali diizaldak:

Xy | Xy | X | X, | X;AX, X AX, (x, AX,) = (X, AX,)
D | D |Y Y Y Y D
DY Y | D D Y Y
Y| D|D|Y Y D D
Y Y | D| D Y Y D
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Cadvalin axirinci slitunundan goriindiyli kimi baxdi-
gimiz diistur yerino yetirilondir, lakin tavtologiya deyildir.

II. Verilmis montiq diisturunun eyniliklo dogru olub-
olmadigini miloyyon etmoyin ikinci isulunu géstormok {i¢iin
ovvolco diisturun xususi formasi olan konyunktiv vo di-
zyunktiv normal formalar1 ils tanis olaq.

Forz edok ki, x,,x,,...,x, miilahizalori verilmisdir.

Torif 1. Elementar miilahizalor vo onlarin inkarla-
rinin dizyunksiyalarindan (konyunksiyalarindan) ibarat olan
har bir diistura elementar dizyunksiya (konyuksiya) deyilir.

Moasolan,

(x, vVx,), (x, Vx,Vx;), (x;VX,VX;VX,)

elementar dizyunksiyalar,
CGAX), (5 AX, AX), (G AX, AX, AXy)

isa elementar konyunksiyalardir.

Taklif 1. Elementar dizyunksiya (konyunksiya) sok-
linds olan montiq diisturu onda vo ancaq onda tavtologiya
(ziddiyyot) olar ki, homin diistura hor hansit miilahizo 6z
inkar1 ils birlikde daxil olsun.

Bu toklifi elementar konyunksiya {i¢iin isbat edak,
elementar dizyunksiya {i¢iin isbat buna tamamilo oxsardir.

Forz edok ki, hor hanst x; miilahizosi vo onun inkari
X, verilmis diistura eyni zamanda daxildir. §8-do 2° vo 4°
eynigiicliiliiklorindon istifado edorok homin diisturu asagi-
daki kimi yazmaq olar:

(x, AX) A

Burada noqtelorin yerinda diistura daxil olan basqa
miilahizolorin (ogor varsa) konyunksiyalart durur. Gorun-
diyii kimi motorize daxilindoki ifado eyniliklo yalandir.

Onda 14° eynigiiclilliiyiino gora biitiin diistur eyniliklo yalan
olacaqdir.
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Tarif 2. Elementar dizyunksiyalarin konyunksiyala-
rindan ibarot olan hor bir diistura konyunktiv normal forma
deyilir.

Maosalan,

(X, VX )A(X, VX, VX)A(X, VX,V X,),
(X, VX, VX)NA(X, VX)A(X, VX3)
konyuktiv normal formalardir.

Tarif 3. Elementar konyunksiyalarin dizyunksiyala-
rindan ibarat hor bir diistura dizyunktiv normal forma deyi-
lir. Masalan,

X V(X Ax,), (5 AX,) V(X AXxy)V Xy,
(X AXy)V(x, AXy)
dizyunktiv normal formalardir.

Goriindiiyli kimi, konyunktiv va dizyunktiv normal
formalar elo diisturlardir ki, homin diisturlarda yalniz 1, A, V
omollori istirak edir. Ona gora do har bir diisturu kon-yunktiv
(dizyunktiv) normal formaya gotirmok olar. Bunun {i¢ilin
verilmis diisturda istirak edon = vo & omollorini (ogor
varsa) 1, A, V omollori ilo ovoz etmok lazimdir. Bu isi
implikasiya vo ekvivalensiya omollorini yuxarida gostor-
diyimiz i¢ montiq omali ilo ifads edon eynigiicliiliikklordon vo
habelo montiq omollorinin 1° - 31° xassolorinden istifada
etmaklo yerins yetirmok olar.

Misal. (x, = Xx,) < (X, Ax,) diisturunu konyunktiv
vo dizyunktiv normal formaya gotirin.

Ekvivalensiya amalinin torifins gora:

(x, =>X,) & (X, Ax,)=
=((x; = X)) = (X, AX)DA(X, A X)) = (X, = X,)).
Impliksiya omolini 1, A vo V amollori ilo ifado edok

vo montiq amoallorinin 59-6° 8% - 11° 14° - 15" xassolorini
nazors alaq. Onda
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(5 = X) =X ALDAXAX) = (= X)=((n = X))V
VEEALDA(XAX) V(X =2X)=(X VX)) VX AX)A
NG AX) V(X VX)) =5 AX) VAL A VX))V
VX, VX)=((x, Ax) V(X5 AX)) V(X VX))V (X VX))V
V(A A5 AX))V (X V)NV X)) =(X, AX, AX,)V
VOOAXAX)V(GAXAX)V (X AX, AX) V(X AX, AX,)V
VXA AX)V (X AXAX,)=(xAX,) V(X AX,).

Demoli, verilmis diisturla eynigiiclii olan dizyunktiv
normal forma

(x; Axy) V(X A xy)
soklindadir.

Konyunktiv normal formaya ke¢mok ii¢iin dizyunksi-
yanin konyunksiya omslina goro paylama ganunundan isti-
fads edok:

(5 Ax) V(5 AX)=((n AX)VIE)A(G AX)VX,)=
=0 VID)A G AX)A GV X)A (X, VX,)=
=(x, VX )A((X;VX,)AX,.

Demoli, verilmis diisturla eynigiiclii olan konyunktiv

normal forma
(o, VX)) A (X, VX)) A X,
soklindadir.

Mantiq diisturunun konyunktiv vo dizyunktiv normal
formalarindan istifado edorok hollolunma problemi {iciin
daha asan vo olverisli lisul gostormok olar.

Forz edok ki, a(x,,x,,...,x,) ixtiyari diisturdur. Tutaq
ki, o' bu diisturla eynigiiclii olan konyunktiv normal forma,
a,,0,,...0, 159 formaya daxil olan elementar dizyunk-

siyalardir. Onda aydindrr ki, a'= /i\la[ olar. Goriindiiyl ki-

mi o' diisturu onda vo ancaq onda eyniliklo dogru olar ki,
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a, (i =1,_s) konyunktiv hadlerin hamist eynilikls dogru ol-

sun. Bu paraqrafdak: I toklifo asason elementar dizyunksiya
oraya hor hansi bir miilahizo 6z inkar1 ilo birlikdo daxil
oldugda vo ancaq onda eyniliklo dogru olar.

Beloliklo, asagidaki toklifi aliriq.

Taklif 2. Verilmis montiq diisturu onda vo ancaq on-
da eyniliklo dogru olar ki, onunla eynigiiclii olan konyunktiv
normal formada istirak edon hor bir elementar dizyunksiyaya
miilahizolordon he¢ olmasa biri 6z inkar1 ilo birlikdo daxil
olsun.

Verilmis diisturun eynilikls yalan olmas1 kriteriyasini
da eyni gayda ilo s6ylomoak olar.

Taklif 3. Verilmis montiq diisturu onda vo ancaq on-
da eyniliklo yalan olar ki, onunla eynigiiclii olan dizyunktiv
normal formada istirak edon hor bir elementar konyunk-
siyaya miilahizolordon he¢ olmasa biri 6z inkar1 ilo birlikdo
daxil olsun.

Verilmis o diisturunun yerina yetirilonliyi masalasi
o disturunun eyniliklo yalan olub-olmamasi mosolosino
gotirilir.

Taklif 4. Verilmis a montiq diisturu onun o inkari
eyniliklo dogru olmadiqda vo ancaq onda yerino yetirilon
olar.

§11. Mantiq qanunlan

Eyniliklo dogru diisturlarin shomiyyati ondan ibarat-
dir ki, onlarin har biri mantiq qanununu ifads edir. Miioyyon
bir miilahizonin dogru vo ya yalan olmast haqqinda miihaki-
mo yirliidorkon vo oqli notico ¢ixararkon bu qanunlardan
miihiim bir vasito kimi istifads edilir. Mantiq amallorinin §8-
do gostordiyimiz biitiin xassolori eyni zamanda moantiq
qanunlaridir. Burada biz tarixon onanovi olan daha bir neco
montiq qanunu iizarinds dayanacagiq.

I. Eynilik qanunu.
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A= A. (11.1)
Bu qanunu bels ifads etmok olar. Hor bir miilahizo 6zii-6zii-
niin mantiqi naticasidir.

A A=(A= AN(A=> A)
eynigiicliiliiylino istinad edorak eynilik gqanununu belo do
yazmaq olar:

A< A. (11.17)
Eynilik qanunu verilmis miilahizonin biitiin mithakime miid-
dotindo sabit qalmasini tolob edir. Qanunun adi da buradan
gotliriilmisdiir.

I1. Ziddiyyat qanunu.
ANA. (11.2)

Qanun belo ifado edilir. Qarsilighi oks olan istonilon iki
miilahizs eyni zamanda dogru ola bilmaz.

Dogrudan da, 4 A A4 diisturunun eyniliklo dogru ol-
masindan almir ki, 4A A4 diisturu eyniliklo yalandir. Bu iso
o demokdir ki, 4 vo 4 miilahizolori eyni zamanda dogru ola
bilmoz. Bu qanun bozon monasizliga gotirmo do adlanir.

ITI. Uciinciiniin istisna edilmasi ganunu.

AV A. (11.3)
Qanun belo ifado edilir. Istonilon iki qarsiligl oks miilahizo-
don biri hamiss dogrudur.

Hogqigoton, istonilon miilahizo {i¢lin ancaq iki hal
miimkiindiir. O, ya dogrudur, ya yalandir. Ugiincii hal veril-
momigdir. Qanunun adi da buradan gotiiriilmiisdiir.

IV. 9ks movqe qanunu.

(A=>B)=>(B=A). (11.4)

Bu qanun hokm edir ki, ogor A miilahizosindon B
miilahizasi alinarsa, onda B -nin inkarindan da A -nin inkari
alinar.

V. ikiqat inkar qanunu.

Ao A, (11.5)
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Qanun belo ifado edilir. Istonilon miilahizonin inkarmm in-
kar1 homin miilahizonin 6zii ilo eynigiiclidiir.

VI. Silloqizm qanunu.

(A=>BAB=0)=>(A4=C0C). (11.6)

Qanunun ifadasi belodir: ©gor B miilahizasi A4 -nin mantiqi
naticosidirse vo C miilahizasi do B -nin montiqi naticasi-
dirse, onda C miilahizosi 4 -nin da montiqi naticesidir. Bu
qanun implikasiya omalinin tranzitiv oldugunu gdostarir.

VII. Modus ponens (tasdigedici modus) qanunu.

(AA(A= B))= B. (11.7)

Qanun belo ifado edilir. ©Ogor hor hansi miilahizo vo sorti
homin bu miilahizo olan implikasiya dogrudursa, onda ho-
min implikasiyanin noticasi do dogrudur. Bu qanunun miila-
hizolor montiqindo no godor bdyiikk shomiyyoto malik oldu-
gunu sonralar gorocoyik. (11.1)-(11.7) diisturlarinin dogru-
dan da, montiq qanunu olduguna onlara dogruluq cadvali
qurmaq vo ya diisturlar lizorindo eynigiiclii ¢evirmolor apar-
magqla inanmaq olar. Masalon, (11.6) diisturunun tavtologiya
oldugunu yoxlayaq:
(A=>BAB=C)=>A=>C)=(AVB)A(BV(O) =

=(AVvC)=(AVB)ABVC)V(AVC)=(4V B)V
V(BVC)V(AVC)=(AAB)V(BAC)V(AVC)=
=(AAB)V(AVC)VB)A(AVC V()=
=(AVCVBVAANAVCVBVB)=D

D D
Burada D ils eynilikle dogru diistur isars edilmisdir.

§12. Miilahizalor mantiqinds funksiya anlayisi.
Funksiyalarin eynigiicliiliiyii

Yuxaridaki paraqrafda gordiik ki, miilahizalor cobri
baximindan hor bir mantiq diisturu 6ziiniin dogruluq codvali
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vasitasilo tam xarakteriza olunur. Bu iso bizi mentiq cobrin-
do funksiya anlayisina gotirib ¢ixarir.

Beloliklo, n dona propozisional harfi 6ziindo saxla-
yan har bir propozisional forma (montiq diisturu) » sayda
arqumentdon asili bir funksiya dogurur. Belo funksiya mon-
tiq funksiyasi vo ya dogruluq funksiyasi adlanir. Bu funksi-
yanin asilt oldugu arqumentlorin vo 6ziinlin qiymatlori an-
caq D vo Y olabiler. D vo Y simvollarini biz uygun olaraq
1 vo 0 ododlori ilo avaz edib montiq funksiyasina asagidaki
kimi torif vera bilorik.

Torif 1. n dono x,,x,,..,x, doyisonlorindon asili

F(x,,x,,...x,) montiq funksiyasi elo funksiyaya deyilir ki,

onun asili oldugu arqumentlor vo 6zl yalniz 1 vo 0 qiymaot-
lorini alir. Buradan goriiniir ki, F(x,,x,,...,x,) montiq funksi-

yast agagidaki codval ilo verilo bilor:

Klassik moantiq. Miilahizalor cabri

Digor birdoyisonli mantiq funksiyalar1 bunlardir:
E(x)=x,,J(x)=1,0(x,)=0.

n=2 olduqda 16 dons ikidoyisonli montiq funksiyas1 aliriq.
Bunlardan 4 donasi bildiyimiz binar mantiq amallori ilo iist-
iisto diiglir. Bir daha xatirladaq ki, onlarin isars edilmasi vo
toyini agagidaki cadvalls verilo bilor:

(x5, X,) | A(x,x,) | V(XL x,) | =(x,x,) | & (x,x,)
(0, 0) 0 0 1 1
{1, 0) 0 0
O, 1) 0 1 1 0
1, 1) 1 1 1 1

xl xz x3 s xn71 xl’t F(xl’xzaxj,""’xn)
0 0 0 0 0 F(0,0,0,...,0, 0)
1 0 0 0 0 F(1,0,0...0,0)
0 0 0 0 1 F(0.0,0.,..0, 1)
1 1 1 1 1 F1,1,1,...,1,1)

Cadvaldon aydin olur ki, x,x,,...,x, arqumentlori {0, 1}
coxlugunda doyismoklo, onlarin ala bilocoyi biitiin miixtalif
komplekslorin say1 0 vo 1 ododlorindon diizoldilmis biitiin
n-liklor sayina, yoni 2"-5 borabordir. Ona goro do n dono
doyigsondon asil1 biitiin miimkiin olan mantiq funksiyalar1 say1
2" uzunluqlu biitiin ikilik komplekslorinin sayma, yoni 2° -
o barabardir.

Xiisusi halda n =1 olduqda belo mantiq funksiyalar1 4
denadir, F(x,)=Xx, bunlardan biridir. F(0)=1, F(1)=0.
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Aydindir ki, hor bir mentiq diisturu yuxarida verdiyimiz
torifo gdro bir montiq funksiyasi toyin edir vo hom do mon-
tiqi eynigiiclii diisturlarin dogurdugu funksiyalar {st-iisto
distirlor. Torsino 6z dogruluq codvoli ilo verilmis hor bir
maontiq funksiyasina uygun bir montiq diisturu tapmagq olar.

Torif 2. Ogor montiq funksiyas: onun asili oldugu
arqumentlorin istonilon qiymsatlori yigimi ligiin 1-o boraber
qiymot alarsa, onda ona eyniliklo dogru mantiq funksiyas1 vo
ya Umumgqiymotli funksiya deyilir. Masolon, J(x)=1
funksiyas1 imumqiymatlidir.

F  funksiyasinin iimumqiymstli olmasini + F kimi
isaro edacoyik.

Torif 3. Arqumentlorin istonilon qiymeotlori yigimi
iclin yalniz 0-a barabor qiymat alan montiq funksiyasina ey-
niliklo yalan funksiya vo ya ziddiyyet deyilir. Masalon, ®(x)
funksiyas1 eynilikls yalan funksiyadir.

Torifdon aydindir ki, eyniliklo dogru olan biitiin
mantiq cabri diisturlar1 eyni bir montiq funksiyasini - eyni-
liklo 1-o borabor funksiyani, eyniliklo yalan olan biitiin
montiq disturlar1 yegano eyniliklo sifra borabor funksiyani
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tosvir edir.
Forz edok ki, x,,x,,...,x, doyigsonlorindon asil1

F (XX 500X, 53X X s X))
mantiq funksiyas1 verilmisdir.
Ogor 1 vo 0 ododlorindon diizoldilmis elo
¢L,6y,. 6L ELE L., E ardicilligl gostormok miimkiindiirso
ki,

olsun, onda deyirlor ki, F funksiyas1 x, doyisonindon ahs-

miyyetli asihidir. F funksiyasi o doyisondon ki, oshomiyyatli
asilidir, homin doayisono bu funksiya ii¢iin shomiyyatli doyi-
son, qalan doyisonlors iso saxta doyisonlor deyirlar.

Mosalon, F(x,,x,)=A(x,,x,) funksiyasmna x, va x,

doyisonlori ohomiyyotli daxildir. F(x,,x,)=x,V (x_1 Vv X,)
funksiyasina isa x, doyisoni saxta daxildir.

Diisturlarda oldugu kimi moantiq funksiyalarinin da ey-
nigiicliiliiytindon danigsmaq olar.

Torif 4. Iki F vo G montiq funksiyalari onlara daxil
olan arqumentlor kiilliyyatinin uygun qiymatlori y1gimi ii¢lin
eyni dogruluq qiymsotlorino malik olarsa, belo funksiyalara
eynigiiclii montiq funksiyalar1 deyilir vo F =G kimi isars
olunur.

Masalan,

F(x,y)=1xAy) vo G(x,y)=Tx V 1y

funksiyalar1 eynigiicli montiq funksiyalaridir, ¢iinki arqu-
mentlorin hor bir qeyd edilmis qiymotlorindo onlar eyni
dogruluq qiymatlorino malikdir.

FU,1)=G@1,1); F(,0)=G(, 0);
F(0,1)=G(0, 1); F(0, 0)=G(0, 0).
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Aydindir ki, oagor F =G olarsa vo x doyisoni F
funksiyasina daxildirse, lakin G -yo daxil deyilso, onda ha-
min doyison F -9 saxta daxildir.

Qeyd edok ki, F vo G funksiyalar1 onda vo ancaq
onda eynigiiclii olar ki, < (F,G) funksiyas1 imumgqiymatli
olsun.

§13. Funksiyanin diisturla gostorilisi

Yuxarida geyd etdik ki, hor bir montiq diisturu bir
montiq funksiyas1t dogurur. Mantiqi eynigiiclii diisturlarin
dogurdugu funksiyalar {ist-listo diislir. Tobii olaraq belo bir
sual meydana ¢ixir. Biitiin dogruluq funksiyalarmi diisturla
vermok olarmi? Bu sualin cavabi miisbotdir vo asagidaki
teorema asaslanir.

Teorem. Hor bir montiq funksiyasini yalnmiz 1, A, Vv
ompllorini 6zunde saxlayan montiq diisturu soklindo gostor-
mak olar.

Isbati. Tutaq ki,

F(x,%x,5,...,X ) (13.1)
n doyisonli istonilon mentiq funksiyasidir. Bu funksiyaya
uy-gun montiq disturunu « ilo isaro edok vo onu asagidaki
kimi diizoldok:

o (F(L...DAx, Ax, A-Ax,)V(F(LL...0)A
AX,AX, AN AX )V eV (F(LLO,.LO)AX, AX, A AX, )V -+

-V (F(0,0,....,00 AX, AX, A AX,). (13.2)

Burada istirak edon konyunksiyalar1 mantiqi «hasily,
dizyunksiyalar1 iso montiqi «com» adlandirmagi sortlogok.
(13.2) cominin hor bir «foplanani»ynin birinci «vurugu»
X,,X,,...,x, doyisonlorinin hor hanst miiayyon qiymaotlorina
uygun F funksiyasmin qiymstindon, qalan «vuruglari» iso
ya x,, doyigsonlorinden, ya da onlarin inkarlarindan ibarat-
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dir. Hom do inkar isarasi ancaq elo doyisonlors aiddir ki,
onlar birinci vuruga 0 qiymati ilo daxildir. Masalon,
F(L0,0,...LO)Ax, AX, A=A X, AX,. (13.3)

Bundan olavo (13.2) diisturuna (13.3) soklindo biitiin miim-
kiin olan toplananlar daxildir. Askardir ki, bels toplananlarin
say1 2" godordir.

Aydin gostormok olar ki, (13.2) diisturu elo homin
F(x,,x,,...,x,) funksiyasimni miiayyaon edir.

Dogrudan da agor arqumentlorin

p(xl) = Oa P(xz) = la"'ap(xn—l) = la p(xn) :1

kimi hor hansi1 qiymatlori y1§imin1 gotiirsok, onda funksiya
F(0,1,....LL1) gqiymotlorini alar. (13.2) diisturuna daxil olan

FOL...L)AX, Ax, A--Ax,  Ax, (13.4)
toplananina baxagq.
Ogor bu toplananda x,,x,,...,x, doyisonlorine onun

birinci vuruqda aldig1 qiymatlori versok, onda
FO,L..DAOALA-- AL

ifadosini alariq. Burada ikincidon baslayaraq biitiin vuruqlar
1-o borabardir. Ona géra do bu faslin §8-doki 12° eynigiic-
liliiylindon istifads edorak onlar1 atmaq olar. Odur ki, baxi-
lan hasil birinci vuruqla eynigiiclidiir. (13.2)-ds istirak edon
qalan biitlin toplananlarda inkar isaroesinin doyisonlora aid
edilmasi baxdigimiz haddekindon forqli olacaqdir. Dayigon-
lorin geyd etdiyimiz homin qiymatlor yigimi {i¢lin hor bir
hasilo ya 0 odadinin 6zii vo yaxud I-in inkar1 daxildir.
Demoli, vuruglardan hor biri homiso 0-a borabor olacaq. Belo
hadlorin hamisini yena do §8-doki 15° eynigiiclilliiyii-niin
komoyilo (13.2) diisturundan uzaqlasdirsaq, yalmz (13.4)
hasili qalar ki, bu da yuxarida qeyd etdiyimiz kimi
F(0,L,...,]) ifadesi ilo eynigiicliidiir. Bu isa F(x,,X,,...,x,)

funksiyasinin arqumentlorin sec¢diyimiz qiymetlori yigimi
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ticlin aldig1 dogruluq qiymatindan basqa bir sey deyildir.
Beloaliklo, x,x,,...,x, doyilsonlorini istonilon sokil-do
0z dogruluq qiymatlori ilo ovoz etdikdo o diisturu vo
F(x,,x,,..,x,) funksiyasi eyni dogruluq qiymotino malik
olur. Bundan olava (13.2) diisturu hom do yalniz 7, A, Vv
omollorinin komayils diizeldilmisdir. Teorem isbat olundu.
(13.2) diisturunda F(x,,x,,..., x,) funksiyasini onun
F(x,,X,,...,x,) inkari ilo ovoz etsok, onda F funksiyas1 ilo
eynigiiclii olan
A (F(LL.D)AX, AX, A AX,)V
Ve V(F(0,0,. 00 AX, AT, A--AX,)  (13.5)
diisturunu alariq.
(13.5) diisturundan onun inkarina keg¢sok I?(xl,xz,...,xn)

funksiyasi ilo eynigiiclii olan

O (FLL.DAX, AX, ArrAX,)V e
V(F(0,0,....0) Ax, AX, A--AX,)  (13.6)

diisturu almar. Bu faslin §8-doki 1°, 8°, 9° eynigiicliiliiklorini
(13.6)-ya totbiq etsok, F(x,,x,,...,x,) funksiyasinin moantiq

diis-turu soklinds basqa ifadesini alariq:
oa:(FLL.. DV, VX,V VX )A--*
< A(F(0,0,.0) Vv Vvx,V--evx,). (13.7)

(13.2) vo (13.7) diisturlarin1 onlarla eynigiiclii olan
elo diisturlarla ovoz etmok olar ki, homin diisturlar yalniz
elementar doyisonlori 6zilindo saxlayar. Bunu (13.2) diisturu
ticlin edok, (13.7) diisturu {i¢iin do konstruksiya analojidir.

Forz edok ki, F(x,,x,,...,x,) funksiyas1 eyniliklo sifir

funksiya deyildir. Bu halda doyisonlorin bozi qiymaot-lori
yigimi {igiin o, 1-o0 borabor qiymot alacaqdir. Funksiyani
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(13.2) diisturu soklinds ifado edorkon yalniz o toplananlar 1-
o barabar qiymat alir ki, onlarin birinci vurugu 1-9 boraber
olsun. Ona goro do (13.2) cominds yalniz elo toplananlari
saxlaya bilarik ki, onlarm birinci vurugu 1-9 barabar qiymaot
alsm, qalan toplananlar1 iso 15° eynigiicliiliiyiino osason
atariq. Homin saxladigimiz hodlordon 12° eynigiicliiliiyiin-
don istifads edorak yenidon birinci vuruqlari uzaqlasdirsaq,
tolob olunan gdstorilisi alariq.

Misal 1. Tutaq ki, ticdoyisonli F(x,,x,,x,) funksiya-
s1 agagidaki kimi verilmisdir:

FLLD)=1, F(,0,0)=1,
qalan biitiin hallarda iso F funksiyas1 0-a borabordir. Bu
halda (13.2) diisturunu totbiq etmok olverislidir vo F funk-
siyasinin tasvir etdiyi diistur bels olar:
a:(X ANX, AX) V(5 AX,AXS).
Misal 2. F(x,,x,,x;,x,) funksiyasi arqumentlorin

he¢ olmasa ili¢ donosi sifra borabor oldugda 0 qiymet alir,
qalan hallarda isa F -in qiymaoti 1-a barabordir. (13.7) gos-
toriligindon istifado edorok verilmis funksiyaya uygun diis-
turu asagidaki sokilde qura bilorik:

a: (X, VX, VX;VX)IN(X; VX, VX;VX,)A

ANX VX, VI, VII)A( VX, VX, VI )N VX,VX;VX,).

§14. Funksiyalarin superpozisiyasi

Bu paraqrafda biz verilmis montiq funksiyalarindan
yeni, daha miirokkeb funksiya diizoldilmosi qaydasi ilo tanig
olacagiq. Buna montiq funksiyalarinin superpozisiyasi da
deyirlor.

Superpozisiya anlayisinin asas mozmunu ondan iba-
rotdir ki, mantiq funksiyalarinin hor hansi sistemi verildikde
bu sistemin ixtiyari funksiyasinda arqumentlorin bir va ya bir
ne¢asini sistemin funksiyalari ilo avaz etmok, arqument-lori
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yenidon adlandirmaq, onlar1 eynilogdirmok vo nohayot bu
gostoriglori bir ne¢o dofo tokrar etmok olar, noticodo yeno do
montiq funksiyasi alariq.

Indi iso superpozisiya anlayisina ciddi torif verok.
Forz edok ki, mantiq cabri funksiyalarmin

S= {q)l(xll’xn""’xlkl)’ (Pz(leaxzza"'axzkz)a---a(Pn(xnlaxnza"'axnk”)}
kimi har hansi sonlu sistemi verilmisdir.
Torif 1. v montiq funksiyast S={¢,,,...0,} sis-

temi funksiyalarindan asagidaki qaydalarin hor hansi biri va-
sitosilo alinarsa, onda y funksiyasina S funksiyalar1 siste-

minin elementar superpozisiyasi deyilir.

) o, eS @ =1,n) funksiyasinda x, doyisonlorin hor
hansi1 birini va ya bir ne¢asini yeni dayisonls avaz etmaklo,
yoni

(Pi(xilaxiza"'axisflayaxima"'axik,) 5

burada xiisusi halda y doyisoni x,; doyisonlorindon hor
hansi biri ila iist-iisto do diiso bilar.
2) Hor hans1 ¢ €S (i=1,n) funksiyasinda x, doyise-

nini ixtryari ¢, €S (m=1,n) funksiyast ilo ovoz etmoklo,
yoni

q)i(‘xil’xiZ""’xis—l’gom (xml’me""’xmkm )’x[‘wl""’x[n) .

Torif 2. w funksiyast S sisteminin bir ne¢o dofo
tokrar elementar superpozisiyasindan alinmisdirsa, onda v -
yo § sisteminin superpozisiyasi deyilir.

Aydindir ki, xiisusi halda, hor bir elementar superpo-
zisiyanin 6zii do superpozisiyadir.

Misal.
w(5,%) =5 AX) = (5 V)
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funksiyast S ={71A,Vv,=} funksiyalar1 sisteminin superpo-
zisiyasindan ibaratdir.

Torifdon goriiniir ki, agar F vo G funksiyalar1 yal-
niz doyisonlorin isare olunmasi ilo forqlonirse vo eyni bir
dogruluq coadvalino malikdirso onda 1)-o0 goro onlardan biri
digarinin superpozisiyasidir.

Yeno do 2)-yo osason § sistemindon gotiiriilmiis
ixtiyari ¢, funksiyasinda istonilon sayda arqumenti homin

sistemin funksiyalar1 ilo ovoz etmok noticosindo alinan
funksiya superpozisiyadir.

§15. Tam vo tam olmayan funksiyalar sistemi

Montiq funksiyalarinin superpozisiyas1t ilo tanishq
bizi yeni bir anlayisa, tam vo tam olmayan funksiyalar sis-
temi anlayisina gotirir.

Torif 1. Montiq cobrinin hor bir funksiyasi
S =10, 9,,...¢;} funksiyalar1 sisteminin superpozisiyasi sok-

lindo gostorilo bilorss, onda § sistemino funksiyalarin tam
sistemi deyilir.

Teorem 1. S={1, A, V} funksiyalar1 sistemi tamdir.

Isbati. Bu foslin 13-cii paraqrafinda isbat etdiyimiz
teorema gora har bir mantiq funksiyasini elo montiq diisturu
ilo avoz etmak olar ki, o yalniz inkar, konyunksiya vo diz-
yunksiya omollorini 6ziindo saxlayar, hom do inkar omoli
yalniz elementar doyisonlors aid olar. Buradan aydin olur ki,
har bir mentiq funksiyasin1 S={1,A,V} sisteminin superpo-
zisiyast soklindo gostormok miimkiindiir. Odur ki, torifo gore
S sistemi tamdir. Teorem isbat olundu.

Teorem 2. {1, A}, {1, V}, {1, =} funksiyalar sis-
teminin hor biri tamdir.

Isbati. Teorem 1-0 géro {1, A, V} sistemi tamdir.

Digor torofdon xAy=XxVy eynigicliliiylino osason biitiin

-67 -

Klassik mantiq. Miilahizalor cabri

mantiq funksiyalarini yalniz 7 va V funksiyalariin superpo-
zisiyas1 goklindo gostormok olar vo demoli, {7, V} tam sis-
temdir. {1, A} vo {1, =} sistemlorinin tam olmas1 iso uy-
gun olaraq

XVY=EXAY VOXVY=X=Yy

eynigiicliiliiklorindon aydindir. Teorem isbat olundu.
Bunun oksinas olaraq
{A,V, =} (15.1)
sistemi tam deyildir. Dogrudan da hor hanst F(x,x,,...,x,)

funksiyasimna baxaq. Ogor bu funksiya (15.1) funksiyalari
sisteminin superpozisiyasi soklindo gostorilmis olsaydi, onda
montiq omollorinin torifino osason F -9 daxil olan biitiin
doyigonlor 1-o borabor olduqgda F =1 olardi. Demali,
F'(x,,x,,...,x,) funksiyast F'(L1,...])=0 sortini 6doyirso,
moasalan,
F'(x;,x)=(x, =X,)
kimidirsa, onda F’ funksiyasini yalniz A,V vo = omollorini
0ziindo saxlayan montiq diisturu ilo ovoz etmok olmaz.
Demoli, (15.1) sistemi tam deyildir. Beloco do gdstormok
olar ki,
AV, =, o} (15.2)

sistemi tam deyildir.

P(x, )=V (6y) =V (%y) Vo (x%y)=T (x,y)=A(xy)
funksiyalarmi uygun olaraq Pirs vo Seffer funksiyalar1 ad-
landiraq. ¢ (x,y) vo yw(x,y) funksiyalarinin toyinindon ay-

dindir ki, onlar asagidaki dogruluq codvallari ilo xarakterizo
olunur.

x | Y | oxy) x | Y | wxy)
1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
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(oo 1 | (oo 1 |

Gostorak ki, bu funksiyalarin hor biri istonilon montiq funk-
siyasini qurmagq lg¢iin kifayotdir.

Teorem 3. {| } vo {1} funksiyalarinin hor biri tam
sistemdir.

Isbati. {l} sisteminin tam oldugunu isbat etmok
iclin gostarok ki, biitiin asas mantiq funksiyalarini yalmz |
funksiyas1 vasitosilo ifado etmok olar. Teorem 2-yo gdro bii-
tiin mantiq funksiyalarin1 yalmiz 1 vo Vv funksiyalar1 vasite-
silo gdstormok olar. Digor torofdon

x=(xix) vo (xvy)=(xix)i(yly)
eynigiicliiliiklorindon aydindir ki, 7 vo V funksiyalarini tokco
J funksiyasina gotirmok miimkiindiir. Ona goro do |
funksiyasi istonilon montiq funksiyasin1 qurmaq lgiin kifa-
yatdir. Teoremin ikinci hissasinin isbati yena do Tx=(xTx) vo
(xAy)=(xTx)T (1Y)
eynigiicliiliiklorindon vo teorem 2-don aydindir.

Torif 2. Ogor S funksiyalar1 sisteminin istonilon F
funksiyasin1 S/F sistemi funksiyalarinin superpozisiyasi
soklindo géstormok miimkiin olmazsa, onda S sistemina asili
olmayan sistem deyilir.

Masolon, S, ={V,e} vo S, ={1,=} sistemlori asili
olmayan sistemlordir, lakin S, ={V,A,7,=} sistemi asili

sistemdir.

Torif 3. Ogor § funksiyalar sistemina bu sistemdon
gotiiriilmiis ixtiyari funksiyalarla birlikde onlarmn biitiin su-
perpozisiyalari da daxil olarsa, onda belo sistema qapali sis-
tem, oks halda iso qapali olmayan sistem deyilir.

Masalan, bir doyisondon asilt biitiin montiq funksiya-
lar1 sistemi qapali, lakin iki doyisondon asili biitiin mentiq
funksiyalar1 sistemi qapali olmayan sistemdir.

§16. Miikommol normal formalar
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Montiq funksiyalarmin bir sira (masolon, rele-kon-
takt sxemlora, elektrik dovralorine, {irok damar sistemi so-
bakalorina va s.) tatbiglori onu mitkommsal konyunktiv nor-
mal forma (MKNF) vo miikommol dizyunktiv normal forma
(MDNF) adlanan xiisusi goriiniislii diisturlarla ifado etmok
zaoruratini qarsiya qoyur. Ovvalco asagidaki teriflori sdyls-
yok.

Torif 1. Ogor x,x,,...,x, doyisonlorindon diizoldil-mis
elementar konyunksiyaya biitliin doyisenlor daxil olmag-Ia,
hom do hor bir x; doyiseni yalniz bir dofo (ola bilor ki, inkar
isarasi altinda) istirak edorso, onda belo konyunksi-yaya tam
elementar konyunksiya deyilir.

Masolon, n=3 olduqda x, Ax, AX, elementar kon-

yunksiya, lakin x; A x, AX, 150 tam olmayan elementar kon-
yunksiyadir.

Ikilik prinsipinden istifado edorok torif 1-do «kon-
yunksiya» s6zinii hor yerdo «dizyunksiya» 1o vo torsing ovoz
edib tam elementar dizyunksiyanin torifini alariq.

Misal iiglin x,, x, doyisonlorinin biitiin tam elementar
dizyunksiyalarimi diizoldok:

XVXy, XVX,, x\VX,, X, VX,.
Aydin gérmak olar ki, n dono doyisondon diizoldilmis biitiin
mimkiin olan tam elementar dizyunksiyalarin (kon-
yunksiyalari) say1 2" -2 barabordir.

Torif 2. x,x,,...,x, doyisonlorinin miixtolif tam ele-
mentar dizyunksiyalarinin konyunksiyalar1 soklinde olan «
diisturuna homin doyisonlordon asilt miikommaol konyunktiv
normal forma (MKNF) deyilir.

Ikilik prinsipindon istifads edarak torif 2-do har yerdo

konyunksiyani dizyunksiya sozii ilo vo torsine ovoz edib
miikommol dizyunktiv normal formanin (MDNF) tori-fini
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alariq.

Hor bir montiq funksiyasina (demsli, hor bir miilahi-
zalor cobri diisturuna) eynigiiclii olan miitkommal konyunk-
tiv vo dizyunktiv normal formalarmn varligi, habelo homin
formalarin konstruktiv qurulmasinin praktik yolu §12-doki
teoremin isbatindan bilavasito goriinlir. Lakin diistura daxil
olan doyisonlorin sayt nisboton boyiik oldugda dogruluq
cadvealine géoro MKNF vo MDNF-nin qurulmasi texniki ca-
hatdon bir qodor miirokkab olur vo ona goéro do effektli he-
sab edilo bilmoz. Bu sobobdon do MKNF vo MDNF-nin qu-
rulmasinin somorali isulunu - alqoritmini miioyyon etmoayo
ciddi ehtiyac vardir.

Masalon, hor bir eyniliklo yalan olmayan montiq
diisturuna eynigiicli miikommol dizyunktiv normal formani
tapmagq ticlin ardicil olaraq asagidaki amoliyyatlar1 aparmaq
lazimdir:

1) Diistura daxil olan = vo < omollorini (ogor var-
sa) onlarin daxil oldugu har yerds

(x=p)=(xVy) vo (x=y)=XVI)IA(xVY)
eynigiicliiliiklorinin kodmayils diisturdan uzaqlasdirmaq;

2) De Morqan qanunlarindan istifade edorok alian
diisturu elo eynigiiclii ¢cevirok ki, inkar omali yalniz elemen-
tar doyigonlors aid olsun;

3) 1) vo 2) gevirmoalori naticasindo alinan diisturda
konyunksiya omaline «birinci pillali amal» kimi baxib §8-
doki 6° eynigiicliiliiyiindon istifade ederok onu &zii ilo eyni-
giiclii olan yeni diisturla ovoz etmok.

Bu ii¢ ardicil ¢evirmo noticosindo aldigimiz diistur
verilon diisturla eynigiiclii dizyunktiv normal forma olacaq-
dir.

4) Alinan DNF-da ogor bir ne¢o eyni elementar kon-
yunksiyalar istirak edirss, onda x A x=x eynigiiclililyiine
osason onlarin yalniz birini saxlayaraq qalanlarini diisturdan
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konar etmok;

5) ©gor aldigimiz yeni diisturda eyni doyison vo ya
onun inkar1 elementar konyunksiyaya bir neco dofs tokrar
daxil olarsa, onlardan yalniz bir denssini saxlayib, qalan-
larin1 x Vv x =x eynigiicliiliiyiinlin kodmoyilo diisturdan uzaq-
lagdirmag;

6) Ogor elementar konyunksiyaya har hans1 dayison 6z
inkar1 ilo birlikdo daxil olarsa, onda x AX=Y vo xvY=x
eynigiicliiliiklorindon istifado etmoklo homin ele-mentar
konyunksiyani diisturdan konar etmok;

7) ©goar hor hanst x, Ax; A---Ax, elementar kon-

yunksiyada, mosolon, x, doyisoni istirak etmirso, xVv x =D
vo x A D =x eynigiicliiliiklorinin kémoyilo homin hoddi 6zii
ilo eynigicli olan x, Ax, A--Ax, A(x;VYX) haddi ilo

ovaz etmok vo lazim golorso bu yeni «vurug» qosma
prosesini o vaxta qador tokrar etmoli ki, alinan hadde biitiin
doyisonlor (vo ya onlarin inkar1) istirak etsin;

8) Alman diistura 3) vo ogor ehtiyac varsa 4) cevir-
molorini yenidon totbiq edib, onu tam elementar konyunksi-
yalarin dizyunksiyalar1 soklina gotirmok.

Noticodo aldigimiz diistur verilmis diisturla eynigiic-
lii olan MDNF olacaq vo demali, diisturun MDNF-ya ¢evril-
masi prosesi sona ¢atacaqdir.

Yalniz onu olavo etmok qalir ki, 1) - 8) ¢evirmolo-
rinin hor birini yerina yetirarkon yeri goldikco bu faslin 8-ci
paraqrafinda verilmis 1° - 21° eynigiiclilliklorinin hor
birindan istifade etmok imkani istisna edilmir.

Yuxaridaki proseso uygun olaraq eyniliklo dogru
olmayan har bir verilmis diisturla eynigiicli MKNF-n1 qur-
maq l¢iin alqoritm miioyyan etmok olar. Bu isi oxuculara
tapsiririq.

Lakin onu da qeyd edok ki, ikilik prinsipine asaslana-
raq eyniliklo yalan olmayan hor bir montiq diisturunun
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MDNF sgoklindo gostorilisindon istifado edib, onunla ikili
olan diisturun MKNF soklinds gosterilisini tapmaq olar.
Dogrudan da agor yalniz konyunksiya, dizyunksiya vo inkar
omollori istirak edon hor hansi diistur verilmisdirso, onda bu
diisturda hor yerdo biitiin doyisonlori 6zlorinin inkar1 ilo,
habelo konyunksiyani dizyunksiya ilo vo torsino ovoz et-
moklo homin diisturla ikili olan diisturu alarig. Hom do bu
iisulu eynigiiclii diisturlara totbiq etsok, ikilik prinsipine go-
ro yend do eynigiiclii diisturlar alinar.

Bu miilahizoni eynigiiclii funksiyalar ii¢lin do sdyle-
mok olar.

Dogrudan da, tutaq ki, ¢(x,,x,,...,x,) eyniliklo 0-a bo-
rabar olmayan ixtiyari montiq funksiyasidir. ¢ funksiyasina

ikili olan montiq funksiyasmi f(x,,x,,...,x,)-lo isaro edok:

f=¢ . Aydindir ki, £ #0 oldugundan ¢  Z0 olar.

Forz edok ki, f funksiyasint MDNF soklindo gostor-
misik:

Sxux0x)= \/ X' AX AcAx, (16.1)
(&1sr&py)=1

burada Vv omoli biitliin miimkiin olan elo (¢,¢,,...,&,) komp-
lekslori tigiin gotiiriliir ki, f(g,,¢,,...,6,)=1 olsun. f =0 ol-
duqda (16.1) disturunun sag torofindoki konyunktiv hodlor
coxlugu bosdur, hom do & =0 oldugda x° =x qgobul edil-
misdir.

(16.1) boraborliyinin sag torofindo A vo Vv omolls-
rinin har birini digori ilo avaz edok, sol torofds iso f -9 ikili
olan funksiyaya kegok. Onda alariq:

* & & &y
f (xlaxza'":xn)Z(D(xlaxza'"axn): /\ xll \/')622 V‘“Vxn
@(&)5006,)=0
Beloliklo,
_ &1 €3 &y
O(X,Xy00X,)= A X VX VeVX,
P(&158,)=0
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ifadasi ¢ funksiyasinin MKNF soklinde gostorilisidir. Bu isa

bizo hor bir mentiq funksiyasinin MDNF-dan onun MKNF-
na (vo torsino) ke¢mok iiclin alqoritm miioyyon etmoyo
imkan verir.

Masolon, forz edok ki, f(x,x,,...,x,) funksiyasinin

miloyyon etdiyi o montiq diisturunun MDNF-s1 verilmisdir.
o diisturunda hor yerds konyunksiyani dizyunksiya ils vo

torsino dizyunksiyani konyunksiya ils,habels, x,-ni X, (i =1,n)
ilo ovoz edok. Noticodo alman f diisturu o diisturunun

MKNF-da yazilis1 olacaqdir.
Misal. f(x,,x,,x;) funksiyasinin tosvir etdiyi montiq
diisturu MKNF soklinds verilmisdir:

o (x,%,,%)=(5, VX, V)AX VX, V)N, VX, VY).
o (x,,x,,x,) diisturu ilo eynigiiclii olan MDNF-n1 tapagq.
Onun {i¢lin verilmis diisturda hor yerdo x, (i=1,2,3) doyi-
sonlorini 6zlorinin inkari ilo va eyni zamanda konyunksiya vo
dizyunksiya omollorini bir-biri ilo ovoz edok. Bu halda
aldigimiz

B(x,%,,x) =G AT AX)V (AT, AX) V(X AX, AXy)
diisturu o diisturunun MDNF-s1 olacagq.
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II FOSLO AiD CALISMALAR

1. Molumdur ki, adi danisiqda «yaxud» baglayicist iki
monada isloadilir. 1) birlosdirmok monasinda; 2) ayirmaq
monasinda.

Mosalon, ogor «Qarabag» g¢empion, yaxud kubok
sahibi olsa, onda o, Avropa kuboku ugrunda yariglarda is-
tirak edacokdir.

Burada «yaxud» birinci monada islonir vo elementar
miilahizolordon he¢ olmasa biri dogru olduqgda dogrudur.

2009-cu il futbol lizra 6lke ¢empionatinin qizil medal
sahibi «Neft¢i» yaxud «Inter» komandasi olacaqdir miila-
hizasini gotiirok. Burada iso «yaxud» ikinci menada islonir
vo verilmig miilahizolordon yalniz biri dogru olduqda dogru-
dur.

Birinci menada islonan «yaxud» bizo molum olan
dizyunksiya omolidir. Ikinci monada islodilon «yaxud»u
birinci monada islodilon «yaxud»un alternativi adlandiraq vo
A kimi isaro edok. Buna alternativ dizyunksiya da deyirlor.
Alternativ dizyunksiya li¢lin dogruluq codvali qurun vo onu
osas mantiq omollori vasitasils ifads edin.

2. Asagidaki sokilds toyin edilmis omollori Seffer vo
Pirs omollori adlandiraq.

xly=XAy=xVvy,

xTy=XVvy=xAy.

Seffer vo Pirs omollori iigiin dogruluq cadvali qurun vo asas
montiq omollorini 4 vo T omollorinin hor biri ilo ifada edin.
3. Gostorin ki, implikasiya omoli kommutativ veo
assosiativ deyil, lakin ekvivalensiya omoali hom kommutativ
vo hom do assosiativdir.
4. Osas mantiq amollarini inkar, konyunksiya vo diz-
yunksiya omollori vasitasils ifads edin.
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5. Osas montiq omoallaorini yalniz inkar vo konyunk-
siya omollori vasitasils ifads edin.
6. Osas montiq amollorini yalniz inkar vo dizyunk-
siya omallori vasitasils ifads edin.
7. Osas mantiq amallorini yalniz inkar vo implika-siya
omollori vasitasile ifade edin.
8. Asagidaki diisturlar eynigiicliidiirmii
a) AN(B=C) vo (AANB)=(ANC(C);
by AV(B=C) vo (AVB)=(AVv();
c) AN(B&C)vo (AANB) = (ANC);
d) AV(B<C) vo (AVB)<(Av(C)?
9. Asagidaki eynigiicliiliiklori isbat edin:
a) (ANB)VB=AV B;
b) AN(AV B)=4;
c) AV(AANB)=4;
d) (A= A)=4;
e) (AvB)= A)A((AAB)= B))=(AAB);
/) (AV BYA(AV B)=4;
g) (D= A)=(BV D)= A)=((4VB)Vv D).
10. Asagidaki diisturlar ti¢iin dogruluq cadvali qurun:
a) (AAB)V (A= B)A(B= A);
b) (AV B)V (A= (BAA));
) (A=>(B=0C)=>A=>B=0));
d) (AANB)=(CVv B)= 4).
11.Asagidak: diisturlarin tavtologiya oldugunu gosto-

rin:

a) (AAB)= (B= A);
b) (A= B)= (B = A);
c) A= (B= A);
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d) (A= (BV A)=>(ANA);

e) (AANB)=C)= (C = (A V B));

fHA=B)=((A=>B=>0)=>(4=0));

g) (AN(A= B))= B;

h) (AVB)A(CVD)=(ANC)V(AAD)V(BAC)V(BAD)).
12. Asagidaki diisturlarin ziddiyyst oldugunu gosto-

rin:

a) (AAB)= B) < (4= B);

b) (AN(AV B));

¢) (4= B)A (4= B);

d) (ANA)V B);

) (AA(AV B) AB);

g) (AV (A AB)) < (AV B).
13. Diisturlarin yerina yetirilonliyini isbat edin:

a) (AAB)v(4v(C));

b) (A= B)=(B= A);

c) AN(BV A);

d) (A= B)A(B = A);

/) (A= B)=C)AB);

g) (Av(BAC)= B).

14. x doyisenindon asili eyniliklo dogru vo eyniliklo
yalan diisturlar1 uygun olaraq #(x) vo f(x)-lo isara edok:

t(x)=D, f(x)=Y. xe{D,Y} olduqda isbat edin ki, #(x)
vo f(x) disturlarin biri digorinin ikili formasidir.

15. Isbat edin ki, xe{D,Y} oldugda E(x)=x vo
1(x) =X diisturlar1 6zii-6zi ils ikilidir.

16.(x; AX,), (X, V X,), (X, = x,), (X, < x,), (x4 x5)
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vo (x, T x,) disturlarina ikili olan diisturlar1 qurun.

17. Gostorin ki, (x, Vx,)A(x,Vx;)A(x,V x;) vo
(X, AX,)V(x, Ax;)V(x, Ax,y) disturlart 6zili-6ziino ikili
diisturlardir.

18. Asagidaki diisturlara ikili olan diisturlar1 qurun:

a) (AAB)= (A AB);

b) ((AVBYA(AV B)) < (B= C));
c) (A= B)= (B = A));

d) (A= (BAC)=(B=(4Vv(0))).

19. Ug¢ doyisondon asili a(x,,x,,x,) diisturu yalniz
tok sayda doyigonlor dogru olduqda dogrudur. Bu diistura
ikili olan diisturu tapin.

Homin masoloni a) dord dono doyisoni, b) bes dono
doyigoni 6ziinds saxlayan diistur {i¢iin hall edin.

20. Asagidak: disturlarla eynigiiclii olan dizyunktiv
vo konyunktiv normal formani tapin:

a) ((Ul=B)=C)=(B=C))=(4V B));
b) (U= B)=(C= A)= (4= B)).

21. Iki doyisondon asili nego montiq funksiyasi
vardir? Bu funksiyalart bir dono dogruluq codvali vasitosilo
gostorin. Cadvalin kdmoyilo asagidakilart miioyyon edin. Bu
funksiyalardan negosi;

a) f(0,0)=0; b) f(0,0)=1; ¢) f(1, D=0; a) f(1, =1
sortini 6dayir?

22. Ug doyisondon asili nego montiq funksiyasi
vardir? Bu funksiya ii¢iin ¢calisma 21-in a), b) bondlorindoki
suallara cavab verin.

23. Calisma 22-ni ixtiyari n>1 doyisondon asili
mantiq funksiyasi tigiin hall edin.

24. Asagidaki diisturlarin tosvir etdiyi montiq funksi-
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yalarma x, y, z doyisonlorindon hansilarin shomiyystli va
hansilarin saxta daxil oldugunu miioyyon edin:

a) (xvX)=(yA2);

b) (x A(xAY));

c) xVEAY);

d) xv(y=2z2)=((x=y)=(x=72);
e)(xAN(xVYy)x).

25. a) v vo = funksiyalarmi A vo ]
funksiyalarimnin;

b) A vo = funksiyalarin1 Vv va 7 funksiyalarinin;

¢) 1 funksiyasint A va 0 funksiyalarinin;

d) V funksiyasint A vo 1 funksiyalarinin;

e) V funksiyasini Vv vo 7 funksiyalarmin super-
pozisiyasi soklindo gostorin.

26. isbat edin ki, 1 funksiyasin1 {A, Vv, =, <} funk-
siyalar1 sisteminin superpozisiyast soklinde gostormak ol-
maz.

27. isbat edin ki, < funksiyasini yalniz A vo V
funksiyalarmin superpozisiyasi soklinde gdstarmoak olmaz.

28. Isbat edin ki, {1, A, V, =, <} montiq funksi-
yalar1 sisteminin 1 funksiyasini daxilina almayan hor bir alt-
sistemi tam sistem deyildir.

29. {1,V } sistemi tam sistemdirmi? { <, V } sistemi
neco?

30. Gostorin ki, {1,<} sistemi istonilon montiq
funksiyasini gostormok ii¢iin kifayot deyildir.

31. Isbat edin ki, har bir tam sistemdoki funksiyalarmn
say1 sonludur.

32. isbat edin ki, funksiyalarin hor bir tam sistemin-
don sonlu sayda tam altsistem ayirmaq olar.

33. Isbat edin ki, {V, Vv, 1} funksiyalar sistemi tamdhr.

34. f(x,y, z) funksiyasi asagidak: diisturla verilmis-
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dir:
a(x, y, 2):(x AY)V(YAZ);

eyniliklo yalan vo eyniliklo dogru t¢dsyisonli montiq funk-
siyalarini iso uygun olaraq 0 vo 1-Io isaro edok. Isbat edin ki,
{f,0,1} funksiyalar1 sistemi tam sistemdir.

35. Dord doyisondon asili elo mantiq funksiyast gos-
torin ki, o tam sistem omolo gatirsin.

36. Gostorin ki, asagidaki funksiyalar sistemi asili
deyil:

a) {1, &} b) {<, N}
' o) {1, V}; d) {<, Vv, 0}.

37. Isbat edin ki, {1,A,V,<} vo {1,V, T} funksi-
yalar1 sistemi asil1 sistemlordir.

38. xVy=x+y, xAy=x-y, x=x+1 vo istonilon
n >1 natural odadi iigiin

X+x+--+x=nx=
—_—

n dana

0, n ciit adoddirsa,
x,n tok adaddirsa

x-x---x=x"=x igarolomolorini qobul edok.
—_—

n dona

s, -lar muxtolif olduqda x -x  ---x  (*) ifadosini

birhadli, biitiin miixtalif (s,,s,,...,5;) komplekslori ticlin (*)
soklindo birhadlilorlo ¢ sabitinin (¢ =0,1) comini iso
z X, X, Xt
(S1500s8 ;) '

ilo isaro edib 6ziinii do Jegalkin polinomu adlandiraq.

Isbat edin ki, hor bir miilahizolor cobri funksiyasimi
Jegalkin polinomu soklinds yegans qaydada gostormak olar.

39. ¢, va ¢, sabitlor (0 yaxud 1) olduqda

z c,x,+c,
i
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polinomu soklinds ifade olunan mentiq funksiyasmi xotti
polinom adlandiraq.

a) n=2 vo n=3 doyisonlorindon asil1 biitiin xotti
polinomlar1 yazin.

b) Isbat edin ki, & sayda doyisondon asili biitiin xotti
polinomlarin say1 2" -o borabordir.

40. Bes doyisondon asilt f(x,,x,,x;,Xx,,Xs;) montiq
funksiyasi1 yalniz ciit sayda arqumentlor 1-o borabar qiymaot-
lor aldiqda sifra borabordir. Bu funksiya {i¢lin miikemmal
konyunktiv vo miikommal dizyunktiv normal formalar1 tapimn.

41. f(x,,x,,x;,x,) montiq funksiyas1 asagidaki kimi

verilmisdir:

f(xlaxzax3’x4):{

Bu funksiyanin tosvir etdiyi miilkommal konyunktiv vo diz-
yunktiv normal formalari tapin.

1, x,=x,olarsa,

0, qalan hallarda.
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III FOSIL.
COXLUQLAR COBRI.

§17. Coxluqlar nazariyyssinin qurulmasina
aid qisa tarixi malumat

Eramizin son iki yiiz ili bir do onunla slamatdar olmus-
dur ki, biitiin riyaziyyat iiclin osas olan ¢oxluqlar nazariyyasi
bu dovrds 6ziiniin on yiiksok inkisaf zirvesing ¢atdirilmisdir.

Sonsuzluq, diskretlik va kasilmozlik anlayislari ilo bagh
olan problemlors halo eramizdan avval yunan riyaziyyat-¢ilari
vo filosoflarinin  yaradiciliginda xiisusi yer verilmisdir.
Aristotelin asorlorini yaxs1 monimsomis orta osrlorin Avropa vo
Islam &lkolori alimlori bu problemlori genis miizakiro etmis vo
qiymotli fikirlor sdylomislor. Masolon, orta asr islam dlkolori
riyaziyyatg1 filosoflardan Omer Xoyyam, Mahommad
Nosiraddin Tusi, Sabit ibn Korra, ol-Xarozmi, Avropa 6lkolori
riyaziyyatcilarindan Tomas Bradvardini, Nikola Orem, Leonar-
do Pizanski vo bu kimi bir ¢ox gorkomli miitoffokkirlor 6z
traktatlarinda kosilmoz vo diskret proseslor, habelo aktual
sonsuzluqla oslagoadar vacib riyazi problemlors toxunmuslar.

XVII asrde diferensial vo inteqral hesabinin yaranmasi,
XVIII asrdo onun inkigafi vo nohayst, XIX osrdo osaslandiril-
masi bir daha inandiric1 sokilda gostordi ki, bir torafdon aktual
va potensial sonsuzluq arasindaki miixtaliflik, digor torafdon
1s9 odadlorin diskret xarakteri ilo handasi kamiyyatlorin kosil-
maz tobioti arasmdaki forq riyaziyyatin biitlin tarixi morholo-
lorindo oksliklorin vohdoti formasinda 6ziinii biiruzo vermis-
dir. Lakin riyazi sonsuzluq problemi vo onunla slagadar olan
bir ¢ox anlayislar birinci dofo daha iimumi sokildo, asas1 XIX
osrin sonuncu riibiindo alman alimi Qeorq Kantor (1845-1918)
torofindon islonib hazirlanmis ¢oxluglar nozariyyasinds qoyul-
musdur. Malumdur ki, ¢oxluq ilk riyazi anlayislardan biri
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oldugu ti¢iin ciddi torif edilmomis, lakin bu vo ya digor sokildo
intuitiv izah edilir. Coxluq hor hansi tobiotli elementlorin y181-
midir, sinfidir, mocmuudur, kiilliyatidir. Belo elementlor kiilli-
yat1 liciin on vacib sort onlarin tobiotco eyni olmalaridir. Maso-
lon, mesodoki agaclar ¢oxlugu, (elementlorin hamisi1 agaclar-
dir), bir miistoviys perpendikulyar olan diiz xatlor coxlugu
(biitlin elementlori diiz xatlordir) vo's.

Q.Kantora gora «goxluq dedikds vahid bir tam kimi to-
sovviir olunan ixtiyari elementlor kiilliyat1 diistintiliir».

Ogor elementlorinin tobistini vo diiziiliisiinii nozors
almasaq onda iki sonlu c¢oxluq ancaq bir-birindon elementlo-
rinin miqdar1 ilo forqlono bilor. Belo ¢oxluglar1 miigayiso
etmok iiclin he¢ do vacib deyildir ki, onlarin elementlori sayini
tutusdurasan. Bunun {igiin kifayotdir ki, onlarin elementlori
arasinda qarsiligh birqiymatli uygunluq yaradilsin. ©gor bels
bir uygunluq yaratmaq miimkiin olsa, onda deyacayik ki, bu
coxluglarm elementlori say1 eynidir. ©ks halda ise bu ¢oxlug-
larin birinin elementlori say1 digorindon ¢oxdur. Iki ¢oxlugun
elementlori arasinda qarsiliqht birqiymaetli uygunluq yaratmagqla
onlarin elementlori sayini1 miiqayise etmok prinsipine asasla-
naraq Q.Kantor XIX osrin 70-ci illorindo sonsuz c¢oxluqlarin
elementlorinin miqdarma gors onlarm giiciinii miiqayiss etmok
ticlin somarali tisul toklif etmisdir.

Kantor tolimino goro istonilon iki goxlugun elementlori
arasinda qarsiliqli birqiymatli uygunluq yaratmaq miimkiindiir-
s9, onda onlar eynigiiclii hesab edilir. Giiclori eyni olan ¢ox-
luglar1 bazan doa ekvivalent ¢oxluglar adlandirirlar. Kantor qeyd
edirdi ki, ogar tadqiq edilon goxluqglar sonlu olarsa, onda giic
anlayisi elo coxlugun elementlorinin miqdari ilo {st-iisto diisiir.
Ona goro do bozon coxlugun giicli ovozino kardinal (miqdar)
odadi do deyirlor. Kantorun bu sado vo ilk baxisdan ¢ox da
ohomiyyatli gdriinmoyan ideyasi onun bels bir qiymatli kosfino
gatirib ¢ixard1 ki, Evklidin sonlu ¢oxluqglara samil et-diyi «tam
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0z hissasindon boylikdiir» aksiomundan forqli olaraq sonsuz
coxluglar belo xassoys malik deyillor. Basqa sozlo, sonsuz
coxluq no godor «sado qurulusa» malik goriinss bels glicii onun
giiclino borabor geyri-moxsusi altgoxluga malikdir. Masolon,
ilk baxigdan sado goriinon natural ododlor c¢oxlugun-dan
{2n},{2n+1},{3n},{3n +1} vo s. kimi elo altgoxluqlar ayirmaq
olar ki, bu altcoxluqglarin hor birinin giici verilmis g¢oxlugun
giiclino borabordir. Ona goro do bu xarakterik cohoti rohbor
tutaraq bozon sonsuz coxluga belo torif verirlor. Ozii-niin har
hans1 altcoxluguna ekvivalent olan coxluga sonsuz coxluq
deyilir. Onda aydin olur ki, sonlu ¢oxluglar 6ziiniin he¢ bir
qeyri-moxsusi altcoxlugu ilo eyni giico malik ola bilmozlor.
1873-cii ildo c¢oxluglar nozeriyyesi sahasinde Kantor torofin-
don edilmis bagqga bir kosf daha diqqetalayiqdir. Natural adod-
lor ¢oxlugu ilo ekvivalent olan ¢oxluglara hesabi ¢oxluq de-
yildiyini yada salsaq, onda Kantor isbat etmisdir ki, rasional
odadlor ¢oxlugu vo eloco do cobri adodlor ¢oxlugu hesabi-
dirlor.

§18. Isas anlayislar va isaralomalor

Coxluglar cabrinin qurulmasmda istifade edocayimiz
osas anlayislar vo onlarm gobul edilmis simvolik isaralori:

1°. Coxluglar: 4,B,C,... X,Y,Z .4\, Ays X\, X oo

2°. Coxlugun elementlori (iinsirleri): a,b,c,....x, y,z,...,

Apy Ay X;y Xyt

3°. Altgoxluq (¢oxlugun hissesi): AcB, yaxud Ac B;

4°. Elementin coxluga daxil olmasi: ae A,xe X vos.;

5°, Coxlugun coxluga daxil olmamast:
A¢B (AC B);

6°. Elementin ¢oxluga daxil olmamasi: a ¢ 4 (a € 4);

7°. Coxluglarmn boraborliyi: 4 =B ;

-84 -



Klassik mantiq. Coxluglar cabri

8°. Coxluglarm birlosmosi (comi): AUB (4+ B);

9°. Coxluglarin kesismosi (hasili): AN B (4-B);

10°. Coxluglarn forqi: 4\B (4-B);

11°. Bos coxluq: & (0);

12°. Coxluglarin ekvivalentliyi (eynigiicliiliiyii): 4 =~ B ;

13°. 4 ¢oxlugunun giicii (kardinal ododi): k(A) .

§17-do geyd etdiyimiz kimi ¢oxluq dedikdo hor hansi
xassoyo malik elementlor kiilliyyat1 diisiiniliir.

Misallar:

1) Ganca goharinds yasayan insanlar qrupunu 4 ilo;

2) Tam omsalli coxhadlilor sinfini B ilo;
3) Bir noqtodon kegon diiz xatlor dostasini C ilo;

4) sin x :% tonliyinin koklori kiilliyyatim1 D ilo

isaro edok. Ogor x ixtiyari bir ogya (predmet, {linsiir, subyekt)
olarsa, onda x {insiirlino (elementino) nozoron asagidaki iki
haldan ancaq biri miimkiindiir:

x elementi baxdigimiz ¢oxluqlara daxildir, yaxud daxil

deyil. Masalon, x element olaraq 13?7[ odadi gotiirsak, onda

x¢g A, x¢ B,xe C,x € D olar; x elementi olaraq C.Bus gotiir-
sok, onda x A,B,C,D coxluglarindan he¢ birino daxil olmaz
(xgA,xeB,xegC,xg D) vos.

Coxluglar1 elementlorinin sayina gore miiqayise etdikde
iki hal miimkiindiir: ¢oxlugun elementlori say1 sonlu ododo
barabardir, yoni ixtiyarimizda alverigli sayma imkani va lazim
olan qgodor zaman kosiyi olarsa, onun elementlorini sayib
qurtara bilorik. Belo ¢oxluglar sonlu ¢oxluglar adlanir. Maso-
lon, n doracoli ¢oxhodlinin rasional koklori ¢oxlugu, Yer
kiirosindo yasayan quslar ¢oxlugu, 1m’ hocmdo yerloson su
molekullar1 ¢oxlugu, Xozor donizi ¢imarliyindoki qum done-
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ciklorinin ¢oxlugu vo s. sonlu ¢oxluglardir. Lakin natural sira-
dak1 sado adodlor ¢oxlugu, [0, 1] parcasinda yerlogson noqtolor
coxlugu, oxsar licbucaqlar vo s. kimi ¢oxluglarin elementlori
say1 he¢ bir sonlu ododlo ifado edilmir vo ona goro do belo
coxluglar1 sonsuz (sslindo elementlori say1 sonsuz) ¢oxluglar
adlandirirlar. Demoli, ola bilor ki, ¢coxluq sonlu sayda vo ya
sonsuz sayda elementi 0ziindo saxlasin, yaxud da ola bilor ki,
coxluq he¢ bir elementi 6ziinds saxlamasm. Sonuncu ¢oxlugu
bos c¢oxluq adlandirmaq qobul olunmusdur. Maosolon, Mars
planetindo yasayan insanlar ¢oxlugu, x*—-2=0 tonliyinin
rasional koklori ¢coxlugu, soharimizds yasayan 7 basli adamlar
coxlugu va s. bos coxluglardir.

Bir gayda olaraq bos ¢oxlugu & (bazon do o kimi)
isars edirlor. Bos ¢oxlugla yanasi «birelementli» ¢oxluqglara da
baxilir; mosalon, x*—25=0 tonliyinin miisbot koklori ¢ox-
lugu birelementli ¢coxluqdur: {5}. Birelementli ¢coxluqla {x}
soklinda verilmis ¢oxlugu qarigdirmaq olmaz. Bels ki, 4 = {5}
birelementli ¢oxluq oldugu halda B ={x} yazilisinda x B
coxlugu elementlorinin imumi adidir vo miixtolif toyinath
elementlor kiilliyatinda doyiso bilor; misal iiclin biitiin ciit
odadlor ¢oxlugu demok ovozine {2n} yazilisindan istifads
olunur.

Coxluglarin verilmosi (gostoriligi) tiglin imumi bir
qayda, effektli bir metod yoxdur. Lakin bozi ¢oxluqlar1 ele-
mentlori arasinda askar edilmis hor hansi miinasiboto goro,
miioyyon sortlo, riyazi diistur soklindo vo hotta elementlorini
fiqurlu métarize daxilinde yazmagqla gosterirler: C ={a,b,c,...}.

Indi tutaq ki, 4 vo B iki ¢oxluqdur.

Torif 1. Ogor A c¢oxlugunun hor bir elementi B ¢oxlu-
guna daxildirss, onda A-ya B -nin alt¢oxlugu vo ya hissosi
deyilir vo
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Ac B (B> A),yaxud Ac B(B2A)

kimi igars edilir.

Ac B yazilisinda nozordo tutulur ki, 4 vo B
coxluglart iist-iisto diiso do bilor.

Torifdon belo ¢ixir ki, hor bir ¢oxluq 6ziiniin hissasi,
bos ¢oxluq iso istonilon ¢oxlugun hissasidir, yoni ixtiyari A
coxlugu iiclin

Ac A, Dc A

Bir do onu qgeyd edok ki, heg bir ¢oxluq 6ziine element
kimi daxil deyil, yoni 4 ¢ A.

Torif 2. 4 vo B ¢oxluqlari iicin Ac B vo BcZ A ol-
duqda 4 vo B ¢oxluglar1 barabar ¢oxluqglar adlanir vo 4 =B
kimi isars olunur.

Mosalon, A ¢oxlugu x* —16 =0 tonliyinin haqiqi kok-
lori coxlugu, B ={-2, 2} olsun, onda 4 =5

§19. Coxluglar iizorinds amallor

Tam ododlor {izorindo aparilan toplama, ¢ixma vo
vurma omollorine oxsar omollori ¢oxluglar iizorindo do yerino
yetirmak olar. Tutaq ki, 4 va B coxluqlar1 verilmisdir.

Toarif 1. A vo B ¢oxluqglarmin birlogsmasi (comi) elo C
coxluguna deyilir ki, C ¢oxlugunun hor bir elementi 4 vo B
coxluglarindan he¢ olmasa birina daxil olsun:

C=4AUB (C=A4+B)
kimi gostarilir.

Misal 1.

A={1,2,3,4,5}; B=1{2,5,7,10}; AUB = {1,2,3,4,5,7,10}

Ogor n>1 olduqda A4,,4,,...,4, coxluglar1 verilmis-
dirsa, onda onlarmn

4U4,U..U4, =04,
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birlosmosi (A4, + 4, +---+ A4, = ZAk comi) elo C c¢oxluguna

k=1
deyilir ki, onun har bir elementi 4, (i = I,_n) coxluglarindan heg

olmasa birino daxil olsun.

Misal 2. 4 ={2n} ciit adadlor ¢coxlugu ilo B={2n+1}
tok ododlor ¢oxlugunun birlogsmosi biitiin tam ododlor ¢oxlu-
gundan ibaratdir:

C=AUB=2nU{2n+1}=Z7.

Torif 2. 4 vo B c¢oxluglarinin biitiin ortaq element-
lorindon vo ancaq belo elementlordon diizoldilmis C ¢oxlu-
guna bu ¢oxluqlarin kosismosi (hasili) deyilir vo

C=4ANB (C=4-B)
kimi isaro edilir.

Misal 3.

4=11,2,5,7,9,10}; B=1{2,5,7,8,10,11}; AN B =1{2,5,7,10}.
n>1 olduqda 4,,4,,...,4, ¢oxluglarmm kosismosi (hasili) elo

C coxluguna deyilir ki, onun hor bir elementi 4, (i =1,n) ¢ox-
luglarmin ortaq elementlorindon vo ancaq belo elementlordeon
ibarat olsun. Bu amoliyyat

C=4,N4,N..N4, =4, (c =AA,..A, = HAkJ
= k=1

kimi yazilir.

Misal 4.

A={2n},B={2n+1}; C=ANB=2n}N{2n+1} ={0}.

Torif 3. 4 vo B ¢oxluglar1 verildikds 4 c¢oxlugunun
B -yo daxil olmayan elementlorindon vo ancaq belo element-
lorden diizaldilmis C ¢oxluguna A g¢oxlugu ilo B ¢oxlugunun
forqi deyilir vo

C=4\B (C=A4-B)
kimi igaro edilir.
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Misal 5. 4={3,4,5,6,9}; B={1,3,5,10}; A\ B={4,6,9}.

Yeno do forz edok ki, 4 vo B ixtiyari ¢oxluqlar
olmaqgla homds 4 o B.

Torif 4. B ¢oxlugu A4 -nin altcoxlugu olduqgda A\ B
forqgino B ¢oxlugunun A c¢oxluguna tamalayicisi deyilir vo
C,B (voyaB,) kimi isars edilir.

Torifs goro C,BUB= A (yaxud B, + B = A4),

C,BNB=Y (yaxud C,B-B=0).

Misal 6. A coxlugu olaraq biitiin hoqiqi adodlor ¢oxlu-
gunu, B ¢oxlugu olaraq biitiin rasional adadlor ¢coxlugunu go-
tiirsak, onda C,B ¢oxlugu biitlin irrasional adadlor ¢oxlugun-
dan ibarat olacaqdir.

Sonda universal ¢oxluq anlayis1 verak.

Toarif 5. Eyni xarakteristikali (novlii) biitiin ¢oxluqlari
0z daxilino alan ¢oxluga universal ¢oxluq deyilir.

Misal 7. Kompleks adodlor ¢oxlugu biitiin adadi ¢ox-
luglar ti¢lin universal ¢oxlugdur.

Misal 8. Planetimizds yasayan canlilar coxlugu univer-
sal ¢oxluqdur, ¢iinki biitiin insanlar ¢oxlugu, biitiin quslar ¢ox-
lugu, ceyranlar ¢coxlugu, palonglor ¢oxlugu ve s. homin ¢oxlu-
ga daxildirlor. Universal ¢oxlugu V' ils igare edocayik.

§20. Coxluglar iizorinds amallorin xassalori

Odadler iizorinde aparilan toplama, ¢ixma ve vurma
omollorinin malum xassolorine analoji olan bozi tokliflori cox-
luglar ii¢lin do isbat etmok olar.

A,B,C ixtiyari ¢coxluglar olduqda gostorilon borabaor-
liklor dogrudur:

1. AU B = BU 4 - birlosmonin komutativliyi;

2. A B = B[\ A-kasigsmonin komutativliyi;

3. AU(BUC)=(4UB)UC- birlosmonin assosiativliyi;
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4. AN (B N C) = (A N B) (1 C - kosismonin assosiativliyi;

5. AN (B U C) = (A N B) U (A N C) - kosigsmonin birlogsmo
omolina nazoran distributivliyi;

6. AU(BNC)=(4UB)N(4UC)- birlosmonin kasismo
omolina nazoran distributivliyi;

7. AN(B\C)=(4NB)\(4NC)- kesisma va farqin bir-
g9 qanunu;

8. AU(B\C)=(4UB)\(4UC)- ¢oxluglarm birlogmosi
va forqinin birge qanunu;

9. ANB=4AUB

10. AUB=4NB

11.4NA4=4

12.4UA4=4

13. AND =2

}- de Morgan ganunlar1

} - udulma ganunlar1

}- bos coxlugun xassolori

14. AU = 4
15. ANV =4 : :
- universal coxlugun xassolori
16. AUV =V
17.4\ 4=
18. 4= 4 .
__ ¢ - digor xassolor
19.V\A=4
20.V =0

Coxluglar iizorindo omollorin vo coxluglarin borabor-
liyinin toriflorindon istifado edorok bu xassolorin dogrulugunu
isbat etmok olar.

Masalon, de Morgan qanunlarindan birincisinin, isba-
tin1 verak. Yoni gostarak ki,

ANB=AUB. (20.1)
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Ixtiyari xe AN B elementi gdtiirok vo gdstorok ki,
xe AUB.

Dogrudan da xe AN B oldugundan, onda x¢ 4 B.
Burada asagidaki hallar miimkiindiir.

a) xe A, x¢ B;

b) xg A, x e B;

c)x¢g A, x¢B.

Bu hallar1 ayri-ayriliqda arasdiraq.

a) xe A vo x ¢ B olmasindan alinir ki, x € 4 vo

xeB=>xeAUB.
b) x¢ A vo xe B iso, onda xe 4 va
xeB=xeAUB.
c) x¢ A, x¢ B oldugundan x € 4 vo
xeB=>xeAUB.
Beloliklo, ixtiyari x € ANB olmasindan aldiq ki,
xe AUB.
Demoli aldiq ki,
ANBcAUB. (20.2)
indi ixtiyari y € A UB elementi gotiirok. Burada da asa-
gidak1 vaziyyatlor ola bilar:
a) yed, yeB;
by ygA, yeB;
c) yed, yeB;
vaziyyaetlorini arasdiraq.
a) yeA=y¢ A vo y¢ B = yecB buradan
yeg ANB=yeANB.
b) y & A,y € B; buradan aliriq ki, y € 4,y ¢ B, onda
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yg ANB=ye ANB.
c) ye A, yeB; buradan y ¢ 4,y ¢ B; buradan
yeANB=>ye ANB.

Beloliklo, ixtiyari y € 4 UB olmasindan alnir ki, y e ANB
va demali,
AUBc ANB. (20.3)
(20.2) vo (20.3) miinasibotlorindon (20.1)-in dogrulugu
almur.

§21. Coxluglar arasinda qarsihqh birqiymatli uygunluq.
Ekvivalent ¢coxluglar

Tutaq ki, 4 vo B iki sonlu ¢coxluglardir.

Tobii olaraq belo sual qoymaq olar: bu ¢oxluglarin
elementlori say1 borabordirmi? Ogor barabar deyilss hansinin
elementlori say1 coxdur?

Aydndir ki, ¢coxluglar sonlu oldugundan onlarin har bi-
rinin elementlorini saymagqla bu suala cavab vermok olar.

Lakin ¢oxluqlarin elementlorini saymadan da qoyulmus
suala cavab vermok miimkiindiir.

Mosolon, tutaq ki, 4 ={1,2,3,4,5},B={a,p,7,0,¢}.

A vo B c¢oxluglarmin elementlorini asagidaki kimi
diizok.

A 1 2 3 4 5

B o B /4 )

Diiziiliisdon aydin goriiniir ki, 4 ¢oxlugunun element-
lori say1 B ¢oxlugu elementlorinin sayma bearabardir. Coxlug-
larin bu ciir miiqayisasi {iglin xarakterik cohat ondan ibarotdir
ki, verilmig ¢oxluglardan birinin hor bir elementino digorinin
ancaq bir elementi qarst qoyulur vo torsina. Belo olduqda
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deyirlor ki, verilmis coxluqglar arasinda qarsiliqlt birqiymatli
uygunluq yaradilmigdir.

Coxluglarin miiqayisasinin bu ikinci iisulunun {stiin-
liyli ondan ibarotdir ki, onu sonsuz ¢oxluglar iigiin do totbiq

etmok olar. Moasolon, N natural odadlor ¢oxlugu ilo M :{%}
n

soklindo kosr odadlor ¢oxlugu arasinda

N 1 2 3 4 5
P
3 6 9 12 15

kimi uygunluq yaratmaqla miiqayiss etmis olsaq, onda gororik
ki, N vo M c¢oxluglarmin elementlorinin «miqdarp eynidir.
Torif 1. Tutaq ki, ixtiyari 4 vo B c¢oxluqlar1 veril-
misdir. Ogor elo w qaydasi (qanunu) tapmaq miimkiindiirso ki,
har bir a € 4 elementins ancaq vo ancaq bir b € B elementini
qarst qoyur, hom do homin qayda ilo b € B elementino yalniz
va yalniz a € A elementi qars1 qoyulur, onda y qaydasi 4 va
B ¢oxluglar1 arasinda qarsiligh birqiymetli uygunluq adlanur.
Dogrudan da, yuxarida verilmis codvoldon goriiniir ki,

l//:n(—>3i qaydast N vo M c¢oxluqglar1 arasinda qarsiliqlh
n

birqiymatli uygunluqdur.
Torif 2. ©Ogor A vo B coxluglart arasinda qarsiliqli
birqiymatli uygunluq yaratmaq miimkiindiirsa, onda bu cox-

luglar ekvivalent va ya eynigiiclii coxluglar adlanir vo
A =B

.. B
kimi yazilir.

Gorlindiiyli.  kimi  yuxarida /
haqqinda danisdigimiz N vo M

coxluglart eyni giico malikdirlor: / p

N=M.

Msxmn 1.
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Torifdon aydindir ki, iki son-lu ¢oxluq onda vo ancaq
onda ekvivalent (eynigiiclii) olarlar ki, onlar eyni sayda
elementi 6ziinds saxlasim.

Sonsuz vo ekvivalent ¢oxluglara aid basqa bir misal
gostorok.

Sokil 1-do gosterilon diizbucaqlinin alt vo {ist otura-
caqlar1 tizorindaki noqtalor ¢coxlugunu uygun olaraq 4 vo B
ilo, diogonali lizorindoki ndqtolor ¢oxlugunu iso C ilo isaro
edok. v qaydasi olaraq list oturacagin noqtolorinin alt otura-
caga ortoqonal proyeksiyalanmasi
qaydasmi gotiirok. Askardwr ki, bu
qayda A,B,C ¢oxluglar1 arasinda
qarsilighh  birqiymatli  uygunluq
yaratmig olur. Sokildon do goriiniir
ki, A vo B c¢oxluglar1 borabor
parcalarin noqtalori coxlugu Ostxcor 2.
oldugundan ekvivalentdirlor. Lakin
dioqonalin uzunlugu oturacaqlarin uzunluglarindan boytik
oldugundan ilk baxigdan belo goriintir ki, C c¢oxlugunun
noqtalori sayr digoer iki coxluglarm noqtslori saymdan
«coxdur». Dogrudan da, alt vo iist oturacaqlar1 dia-qonal
iizorindo yerlosdirsok (sokil 2), onda gororik ki, 4 vo B
coxluglart C -nin diizgiin hissasidir, ona gora do C-don forg-
lidir. Ancaq yuxarida gostordiyimiz w qaydasina osaslanaraq

deys bilo-rik ki, 4, B vo C ¢oxluqglar1 ekviva-lentdirlor:
A=B=C.

Belolikls, elo ¢oxluqlarla rast-lasiriq ki, onlar 6ziiniin
diizgiin his-sasi ilo ekvivalentdir. Tobii ki, sonlu ¢oxluglar belo
xassoyo malik ola bilmoz. Ancaq sonsuz c¢oxluglar bels
«taacciibli» xassoni dasiyir. Holo bundan da maraqlist odur ki,
biitiin sonsuz g¢oxluglar bu xassoys malikdirlor. Basqa sozlo
biitiin sonsuz coxluqlardan onunla ekvivalent olan diizgiin
hisse (alt-coxluq) ayirmaq olar.
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Bu fakta osaslanaraq sonsuz ¢oxluga belo torif vermok
olar.

Tarif 3. Coxluq 6zii ilo ekvivalent altgoxlugu 6ziindo
saxlayarsa, belo goxluga sonsuz ¢oxluq deyilir.

Gostormak olar ki, ¢oxluglar arasinda ekvivalentlik
miinasibati refleksivlik, simmetriklik vo tranzitivlik xassasino
malikdir. Bu menada da sonsuz ¢oxluqlar1 hesabi vo geyri
hesabi kimi siniflors ayirirlar.

§22. Hesabi va geyri-hesabi ¢oxluqlar. Coxluqlarin giicii

N ={1,2,3,4,5,...} natural adadlor ¢oxlugu bir ¢ox co-
hotdon digqati colb edir. Ovvola bu sonsuz ¢oxlugdan dani-
sarkon dorhal onun elementlori olan adadlorin tobiati, diizii-lisi
ardicilligi, miioyyon mogsadlor tigiin istifado imkanlari,
asagidan mohdud vo yuxaridan qeyri-mshdud olmasi, tobii
nizamliligt  vo s. yada diisiir. Digor torafdon bir qisim sonsuz
coxluglar vardir ki, onlar1 natural adadlor ¢oxlugu ilo miiqa-
yiso edorok miioyyan noticalor sdylomok olur. Ona gore do
deys bilorik ki, N natural adodlor c¢oxlugu bazon miisyyon
monada «standarty», «etalon» kimi gobul olunur.

Masalan, sonsuz ¢oxluqlari elementlorinin «miqdarina»
(tutumuna, hocmliliyino) goro natural ododlor c¢oxlugu ilo
miiqayiso edirlar.

Evkivalent ¢oxluqglarin terifinden do aydindir ki, onlar
sanki eyni «miqdarda» («hocmdoy») elementlori 6ziindo sax-
layir. Bagqa sozlo asagidaki torifi qobul edok.

Toarif 1. ©gor X vo Y coxluglart ekvivalent olarsa,
onda deyirlor ki, homin ¢oxluglar eyni giico vo ya bozon
deyildiyi kimi eyni kardinal adods malikdirlor. X coxlugunun
kardinal adodini A(X)-lo gostorak.

Tarif 2. Natural adadlor ¢oxlugu ilo ekvivalent olan har
bir ¢oxluga hesabi ¢coxluq deyilir.
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Aydindir ki, biitiin hesabi ¢oxluglar eyni kardinal adado
(glico) malikdirlor.

Onu da geyd edok ki, sonlu coxluglarmn giicii onun
elementlorinin sayina borabordir. Masalon, «Azaorbaycan» so-
ziindoki hariflor ¢oxlugunu 4 ilo isars etsok, onda k(A)=10.

Coxluglar nozoriyyesindo verilmis c¢oxlugun hesabi
olmasinit miioyyon edon kriteriya isbat edilmisdir. Belo ki,
verilmig ¢coxlugun hesabi olmasi ii¢lin onun elementlorini natu-
ral adadlorla ndmrolomayin miimkiinliiyli zeruri vo kafi sort-
dir.

Hesabi ¢oxluga aid misallar gostorak.

1o - {l,n _ 1,2,_,,} coxlugu hesabidir.

n

2. Biitiin kasr ododlor ¢coxlugu hesabidir.

3. [a,b] parcasinda yerloson biitiin rasional ododlor

coxlugu hesabidir.

4. Biitiin rasional adadlor ¢oxlugu hesabidir.

5. Hesabi sayda ciit-ciit kosismayon hesabi ¢oxluglarin
birlogsmasi hesabi ¢coxlugdur.

Torif 3. Hesabi olmayan coxluga qeyri-hesabi c¢ox-
luq deyilir.

Torifdon aydin olur ki, geyri-hesabi ¢oxlugun element-
lorini natural adadlorls ndmralomok miimkiin deyil.

Misallar:

1. [0,1] parcasinda yerloson biitiin hoqiqi adodlor ¢ox-
lugu geyri-hesabidir.

2. Biitiin haqiqi adadlor ¢oxlugu geyri-hesabidir.

3. Biitiin irrasional adadler ¢coxlugu qeyri-hesabidir.

4. Natural adadlordon diizeldilmis Q{(n,,n,,n;,...)} sok-

linds biitiin ardicilliqlar ¢oxlugu geyri-hesabidir.
5. Miistovi iizorinds bir ndqtodon ¢ixan biitiin diiz xatlor
coxlugu geyri-hesabi coxluqdur.
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Torif 4. Qeyri-hesabi ¢oxluglara kontinium coxluqlar
va yaxud sadaca kontinium deyilir.

Masalan, hesabi ¢oxluglarm biitiin hesabi altgoxluqlar1
coxlugu kontinium ¢oxluqdur.

Adaton N natural adadlor ¢oxlugunu hesabi ¢oxluglar
liclin «etalon» gobul etdiyimiz kimi [0,1] pargasini da geyri-
hesabi ¢oxluglarin miiqayisasi ti¢lin «etalon» gobul edib geyri-
hesabi ¢oxluqglar1 bels da torif edirlor:

Ogor A ¢oxlugu [0,1] pargasindaki ndqtalor goxlugu ilo
ekvivalent olarsa, onda ona geyri-hesabi vo ya kontinium giicli
coxluq deyilir.

III FOSLO AID CALISMALAR

1. A={a,b,c,d} ¢oxlugunun biitiin altgoxluqlarini yazm.

2. A=1{21,27,45,48,51,63,72,77,83} c¢oxlugu verilmisdir.
Bu coxlugun els altgoxlugunu tapimn ki, onun har bir elementini
5-0 boldiikds galiq 3 olsun.

3. Bes elementli ¢oxlugun biitiin miimkiin olan alt-
coxluqglar1 saymn1 tapm.

4. isbat edin ki, n elementli goxlugun biitiin altgoxlug-
larmin say1 2" —o barabordir.

5. A={a,b,c,d,e, f},B=1{b,e, f, k,l,mn} g¢oxluglarnin
kosigmosini vo birlogsmosini tapin.
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6. «Hondoso» vo «riyaziyyat» sozlorindoki hariflor
coxlugunun kosismasini vo birlogmosini yazin.

7. iki iicbucaq verilmisdir. Onlarm certyojlarinin els
kombinasiyalarini diizaldin ki, kosigmalari:

@) bir ndqtodon;

b) diiz xatt pargasindan;

¢) liigbucaqdan;

d) goxbucaqlidan ibarat olsun.

8. a) Diiz xott vo ¢evronin;

b) parga va ¢evronin;

¢) iki ¢evranin;

d) verilmig bucagin toroflori ilo ¢evronin kosis-
moasindan alinan ndqtaler ¢oxlugunu certyoj tizorinde gostorin.
Bu c¢oxluglardan hansilarin bos, sonlu vo sonsuz oldugunu
aragdirin.

9. 4 ilo 3x+4y =17 tonliyinin tam hallori ¢oxlugunu,

B ilo 5x—2y =35 tonliyinin tam halleri ¢oxlugunu isars edok.

Bu tonliklordon ibarat sistemin tam hollorinin C ¢oxlugunu
tapin. C = A1 B vo C = AU B miinasibatlori dogrudurmu?

10. x>-3 vo x>0 boraborsizliklorini 6doyan x
hoaqiqi adadlor goxlugunun kasigmasini vo birlogsmasini tapin.

11. ABCD diizbucaqlisi ilo onun toraflorinin kosismosi
va birlosmasi hansi ¢oxluqlar1 ifads edir?

12. A biitiin ciit adedlor ¢oxlugu, B {igiin misli olan
biitiin tam odoadlor ¢oxlugudur. 4 vo B ¢oxluqlarmin kosis-
masini va birlogmasini tapin.

13. X - biitiin ikirogomli adadlor ¢oxlugu,

Y - iki roqomli ciit adadlor ¢oxlugu,
Z -dordiin misli olan ikirogemli odadler ¢oxlugu
olsun.

a) A=XNYNZ vo B=(XUY)NZ goxluglarmin ele-
mentlori hans1 xarakterik xassolora malikdirlor?

b) Horiki A vo B coxluglarini handasi gostarin.
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14. A ilo romblar ¢coxlugunu,
B 1ilo iigbucaglar ¢coxlugunu,
C ilo bucaqlarindan biri 45° olan ¢oxbucaglilar
coxlugunu isars edok.

M =(ANC)U(BNC) goxluguna daxil olan iki fiquru
certyoj iizorindo gostorin

15. A - biitiin ciit natural adodlor ¢coxlugu,

B - 4-5 boliinon biitiin natural adadlor coxlugudur.
A\B va B\ A forq ¢oxluqlarini tapin.
16. A - dairs xaricino ¢okilmis dérdbucaglilar coxlugu
B - dairs daxilina ¢okilmis dérdbucaglilar coxlugu
olsun.
A\ B va B\ A forq ¢oxluglarmi gdstarin.

17. ©Ogor X - AB diiz xotti lizorindoki ndqtolor ¢ox-
lugu, ¥ - AB pargasi lizorindoki ndqtalor ¢oxlugu olarsa, onda
Y c¢oxlugunu X ¢oxluguna tamamlayan ¢oxlugu tapn.

18. N - natrual adadlor ¢oxlugu,

Z - tam odadlor ¢oxlugu,

Ra - rasional adadlor ¢oxlugu,

R - haqiqi adadlar ¢oxlugu,

C -kompleks adadlor ¢oxlugu oldugda

a) N coxlugunun Z coxluguna;

b) Z c¢oxlugunun Ra coxluguna;

¢) Ra coxlugunun R ¢oxluguna;

d) R ¢oxlugunun C ¢oxluguna;

e) Z coxlugunun R c¢oxluguna tamamlayicisini
gostarin.

19. A - biitiin tam adadlor ¢oxlugu,

B -ii¢lin misli olan tam odadlor ¢oxlugu,
C -besin misli olan tam adodlor ¢oxlugu,
D -yeddinin misli olan tam adadler ¢oxlugu olsun.
Belo olduqda:
a) A\BUC goxluguna;
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b) (AUC)\D goxluguna;

c) (A N B)\ (C N D) coxluguna hansi ododlor daxildir?

20. isbat edin ki, 4 va B sonlu ¢oxluglar1 kosismir-
lorsa, vo k(A) = p,k(B) =q 1iso onda

k(AUB)=p+q, K(ANB)=0, k(4\B)= p.

21. Isbat edin ki, ogor sonlu 4 vo B coxluqlar1 iigiin

k(A)=m, k(B)=n vo A(\B#J iso onda
k(AUB)=m+n—k(4NB).

22. Isbat edin ki, agar 4 vo B ¢oxluglar1 sonlu olmag-
la Ac B iso, onda k(B\ A)=k(B)—k(A).

23. Isbat edin ki, biitiin tam omsalli n doracali goxhod-
lilor ¢oxlugu hesabidir.

25. Sados adadlor ¢oxlugunun hesabi oldugunu gostarin.
26. [—1, 1] pargasinda yerloson biitiin irrasional ododlor

¢oxlugunun geyri-hesabi oldugunu isbat edin.
27. Isbat edin ki, a,b,c,d haqiqi ododlor olduqda

b
(a dj soklinda biitlin matrisler coxlugu qgeyri-hesabidir.
c
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IV FOSIL.
MULAHIZOLOR HESABI.

§23. Miilahizalor mantiqinin aksiomatik
qurulmas iiciin ilkin sortlor

Molumdur ki, har bir nazariyyani aksiomatik qurmaq
ticlin onun ilkin simvollarini vo anlayislarini miisyyon etmok
lazimdir.

Quracagimiz hesabin miilahizolor montiqi hesab1 ol-
dugunu nozore alaraq, onun ilkin termini olaraq «miilahizoy»
anlayisin1 qobul edak.

[Ikin simvollar iso asagidak: uc kateqoriyadan ibarot
olan isarolordir:

1. Mulahizalori isara etmok {i¢lin islodilon 4,B,C,...,

X, V,Z,... yaxud A,A4,,....2,,2,,... horflori ilo isaro edilmis
simvollar;

2. Mantiqi alagoaler adlanan dord 1, A, V, = mantiq
omollori simvollart;

3. Sol vo sag moétorizo adlanan simvollar: (, ).

Bu ii¢ kateqoriyali simvollar ¢coxlugunu miilahizolor
hesabinin olifbasi, bu ¢oxluga daxil olan har bir simvolu isa
olifbanin horfi adlandiraq.

Toarif 1. Olifbanin harflorinin har bir sonlu ardicil-
ligina olifbanin s6zli deyilir. Aydindir ki, olifbanin har bir
simvolu da onun soéziidiir. Moasalon, A(= B)A), ABV C,

AB=,1=2)AN, (A= B)AC), 14, (AV B)AC)

va s. miilahizalor hesabi olifbasinin sozloridir.

Torif 2. Miilahizolor hesabi olifbasinin biitiin sozlori
coxluguna onun dili deyilir.

Hor bir hesab formal nozoriyye oldugudan hesabin
dilino bozon formalagdirilmis dil do deyirlor.

Miilahizalor hesabi olifbasinin biitliin s6zlori ¢oxlu-
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gundan diisturlar ¢oxlugu adlanan asagidaki altcoxluq ayiraq.
1) 4,B,C,...,x,y,2,....,4,,A,,...,2,,Z,,... harflari ilo isa-

ro edilmis hor bir miilahizo diisturdur. Bunlar1 elementar diis-
turlar adlandiracagiq. Diisturlar1 yunan olifbasmmin «,f,7,...

harflori ilo isara edak.

2) a vo p distur oldugda (Ta), (e AB), (aV ),
(o = p) disturlardir.

3) 1) vo 2) sortlori ilo toyin olunan obyektlor vo ancaq
onlar diisturlardir.

Torifdon goriiniir ki,

A,(14),(AAB), (AANB)=(1B))

vo s. miilahizolor hesabinin diisturlaridir, lakin

ANA, (AANB)VC, A(BVvC)
vo s. sOzlori bu hesabin diisturlar1 deyildir. Aydindir ki,
miilahizolor hesabinin hor bir s6zii diistur deyildir, torsino
hesabin hor bir diisturu onun soziidiir. Diisturlar1 isaro etmok
iiclin islodilon «,B,y,... simvollar1 hesabin olifbasina daxil
deyil vo ona goro do metasimvollardir (alifbanin horfi olma-
yan, lakin onun s6zlorini isaro etmok ii¢iin islodilon simvol-
lar1 biz metasimvollar adlandiracagiq).

Tarif 3. Simvollarin har bir bos altgoxlugunun dogur-
dugu s6zo hesabm bos sozii deyilir. Miilahizalor hesabinin
bos sdzlorini eyni bir simvolla, A horfi ilo isara edacayik.

Miilahizalor hesabinin hor bir sdziinii yazmaq tigiin
lazim olan simvollarin sayma homin sdziin uzunlugu, miix-
tolif simvollarin sayina iso sdzilin ranqi deyacoyik. Masalon,

((AN(1B)=B)V(14))
sOziiniin uzunlugu 18-9, ranq1 iso 8-0 borabordir.

Aydindir ki, bos sdziin uzunlugu ve ranq: sifra bora-
bordir.

Qeyd. Bozi razilagsmalar1 rohbor tutaraq miilahizolor
hesab1 diisturlarinin uzunluglarin1 standart soklo gotirmok
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olar.
Molumdur ki, miilahizolor hesabi diisturunda miioy-
yon horflorlo yanast sol, sag motorizolor vo habelo hesa-bin

olifbasma daxil olan 1, A, VvV, = simvollar istirak edir.
Burada moétarizolor adadi ifadslorin diizeldilmesinda isti-fada
edilon rolu oynayir. Bu da bizo diisturlar {izorindo asa-gidaki
kimi ¢evirmolor aparmaga imkan verir. Bu ¢evirme-lori
maxsusi ¢evirmalor adlandiracagiq.

1) Xarici motorizolorin diisturdan konar edilmaosi.

2) Elementar diisturlara totbiq olunmus montiq omol-
lori ilo bagli olan moétarizalorin diisturlardan konar edilmasi.

3) Diistura daxil olan mentiq emallorinin asagidaki

ardicilliqla yerins yetirilmosi: 1, A, V, =.

Verilmis diisturdan 1)-3) moxsusi ¢evirmoalori notico-
sindo alinan diistura homin diisturun standart sokli deyoco-
yik. Masalan,

((TA)AB)=(C=(DV(1B)))
diistururnun standart sokli
(1AAB)=(C=(DV 1B))
kimi olacaqdar.

Qeyd edak ki, miilahizalor hesab1 diisturunun yuxari-
daki sokildo verilmis torifi konstruktiv xarakter dasiyir vo
diisturlara biz miilahizolor hesabinin simvollar1 ardicilligi
kimi baxarkon bu simvollardan hansinin birinci, ikinci va s.
golmosi tamamilo miisayyan olmalidir.

Masalon, ((AAB)=(CVv D)) sozii miilahizolor hesa-
bimin diisturudur vo oraya daxil olan simvollarin hansi ardi-
cilligla verilmasi tamamils aydin gdstorilimisdir.

Miilahizalor hesabinin qurulmasinda sonraki addim
onun disturlart i¢orisindon bir sira ilkin diisturlarin segilib
ayrilmasidir ki, bu diisturlar1 biz hesabin aksiomlar1 adlan-
diracagiq. Sonraki marholods iso ixtiyarimizda olan homin bu
aksiomlardan yeni diisturlarin alinmas1 qaydasi gostorilir. Bu
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qaydalari ¢ixarilis qaydalar1 adlandirmaq qobul olunmus-dur.
Miilahizalor hesabinda aksiomlardan ¢ixarilis qayda-
larinin komaoyile yeni diisturlarin diizeldilmasi prosesina ak-
siomlardan diisturlarin ¢ixarilmasi deyirlor.
Indi iso miilahizalor hesabini aksiomatik qurmagq iigiin
lazim olan aksomlar vo orada islodilon ¢ixarilis qaydalart ilo
tanis olaq.

§24. Miilahizalor hesabinin aksiomlar1 va
cixarilis qaydalar

Miilahizalor hesabini qurmaq ii¢lin miixtalif aksiom-
lar sistemindon istifade edilir. Biz burada miilahizolor hesa-
bini P.S.Novikovun 11 aksiomu osasinda quracagiq.

Qeyd edak ki, eyni bir hesab1 miixtalif aksiomlar sis-
temino goro qurmaq olar vo homin sistemlor ekvivalent-
dirlor. Bu fsslin sonunda miilahizolor hesabinin bagsqa ak-
siomlar sistemi ilo qurulmasini da nozordan kegiracoyik.

Miilahizalor hesabinin aksiomlar1 agagidakilardir:

I qrup aksiomlar

[i. A= (B=4)

[, A=>B=0C)=>((4=>B)=4=0)).

II qrup aksiomlar

II,, (AANB)= A4

II,. (ANB)=B

3. (A= B) = (A= C)= (4= (BAQ0))).

III qrup aksiomlar

III,. A= (AVv B)

Ill,. B=(AV B)

5. (A=20)=(B=>0)={(4v B)=0)).

IV qrup aksiomlar

IVi.. A= 4

IVy. A= 4
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IV;. (A= B)=(B= A).

Yuxaridaki bolgiidon goriiniir ki, I qrup aksiomlar
ancaq implikasiya omali vasitosilo verilir. II qrup aksiom-
larda implikasiyaya konyunksiya amoli, III qrup aksiomlarda
implikasiyaya dizyunksiya omoli vo noshayet, IV qrup ak-
siomlarda implikasiyaya inkar omali qosulur.

Miilahizalor hesabmin ¢ixarilis qaydas: iki hissadon
ibaratdir.

a) avazloma qaydasi; b)) tamamlama qaydasi.

Bunlarin har birini ayriligda sorh edok.

Ovozlomo qaydasinda forz edirik ki, o diisturu A4
doyisenini 6zilinde saxlayan hor hansi diisturdur. Ogor o
miilahizolor hesabinin aksiomudursa, bu diisturda A -nin
daxil oldugu hor yerdo onu hesabin ixtiyari g diisturu ilo
ovoz etsok, yeno do hesabin aksiomu olan diistur alariq. o
diisturunda A4 doyisoninin B diisturu ilo ovoz edilmosini
S%(a) kimi isaro edok.

Umumiyyotlo, ogor miilahizolor hesabinmn « diisturu
A4,,...,A, doyisonlorini 6ziindo saxlayan aksiomudursa, bu

diisturda A, (i=1,n) doyisonlorinin daxil oldugu har yerds
onlar1 B,,...,[, disturlar: ilo ovoz etdikde almman S Z ‘,"““;’Aﬁ”” (@)

diisturu da hesabin aksiomu olacaqdir.
Qeyd edok ki, ogor o diisturu 4 doyisonini 6ziindo

saxlamirsa, onda S”(a) diisturu « ilo iist-iisto diigiir. Bir do

qeyd edok ki, S# omoli A,Vv,= omollorino nozoron distri-
butiv vo T omaling nozoron kommutativdir:
Sh(a, Aay) diisturu S (a,) ASA(a,) diisturu ila,

Sh(a, va,) disturu S¥(a,)Vv S (a,) diisturu ila,

SP(a, = a,) diisturu S¥(a,) = S”(a,) diisturu ils,
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SP (1) diisturu 15 (a) diisturu ilo
st-listo diisiir.

Miilahizolor hesabinda tamamlama qaydast iso
belodir: ©gor o vo a = [ miilahizolor hesabinin aksiomu-

dursa, onda £ homin hesabda aksiomdur. Bu qaydani modus

ponens (MP) qaydas1 adlandiracagiq. Aksiomlardan vo ¢ixa-
rilis qaydalarindan istifads edorok miilahizalor hesabinin yeni
aksiomunu qurmaq vo ya verilmis diisturun aksiom olub-
olmadigini yoxlamaq olar. Bir ne¢o misal gostarak.

Misal 1. a: A= (B = A) diisturu miilahizalor hesabi-
nin aksiomudur.Bu diisturda 4 doyisonini B= (4 AB) vo B
doyisoni iso A=C disturlar1 ilo ovoz edok. Onda

Sfj@w)’/bE (o) diisturu agagidaki kimi olar:

(B=(AAB)=(4=C)=(B= (4 AB))).
Asanligla yaqin etmok olar ki, aldigimiz bu diistur da miila-
hizalor hesabinin aksiomudur.

Misal 2. Gostorak ki, ¢ va S ixtiyar:1 diisturlar ol-

dugda (e = a)=(a= (= a)Aa)) disturu miilahizalor

hesabmin aksiomudur. Dogrudan da, II; aksiomunda S;~*
ovazlomesini aparsaq,

1° (A= (B= )= (A= C)= A= (B= A AQ0))
alariq. I, aksiomundan va 1°-dan MP qaydasma goro,

2°. (4= )= (A= (B= A A Q)

oldugu alnar. indi 2° diisturunda S avozlomosini edok.
3. (A= A) = (A= (B= A) A A)).
Sonra ise 3°-da Sj‘,’g ovozlomasini aparsaq, onda alariq:

£ (a=a)=@=>(B=a)Aa)).

§25. Diisturlarin isbat olunanhg
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Indi iso miilahizolor hesabinda diisturlarin isbat olu-
nanlig1 anlayisi ilo tanis olaq.
Tarif. Ogor miilahizslor hesabinin verilmis S diistu-

ru ligiin sonuncu haddi onunla iist-listo diison
B Boses By (25.1)
sonlu diisturlar ardicillig1 varsa va S, (i =1,2,...,k) diisturlari-

nin hor biri ya hesabin aksiomudursa, ya da 6zlinden avval-
kilordon ¢ixarilig qaydalar1 ilo alinirsa, onda S diisturu isbat
olunan diistur vo yaxud miilahizolor hesabinin teoremi
adlanir.

(25.1) diisturlar ardicilligmma S diisturunun ¢ixariligi
vo ya teoremin isbati sxemi deyilir. & odadini isbatin
uzunlugu adlandirmaq qobul olunmusdur.

Torifdon aydindir ki, miilahizolor hesabinin hor bir
aksiomu isbat olunandir. Bundan olavo, ogor o vo o= f

miilahizolor hesabinda isbat olunan diisturlardirsa, onda f
homin hesabda isbat olunandir. Homginin, agor 4,,...,4, de-

yisonlorini 6ziinds saxlayan o diisturu isbat olunandirsa vo
B.,....5, hesabm istonilon diisturlaridirsa, onda Sf::::ﬁ” (@)

diisturu da bu hesabda isbat olunandir.

Miilahizolor hesabinin « diisturu onda vo ancaq onda
homin hesabda teorem olar ki, o diisturu isbat edilon ol-
masin. Bu hesabda isbat olunan diisturlar1 ¢, isbat olunma-
yan diisturlar1 A ilo isaro edok. Indi iso miilahizolor hesabin-
da diisturlarin isbat olunanligina aid misallar gostorak.

Misal 1. a - miilahizalor hesabinin istonilon diisturu
oldugda o = 6 diisturu da homin hesabin teoremidir.

Dogrudan da,

B,:0=(a=0),
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B,:0,

Bira=6.
Bu, teoremin isbat sxemidir vo k =3. Burada £, diisturu [;
aksiomundan S ovozlomosi noticosindo alinmusdi, S,

diisturu 6 teoremidir vo f, isoa B,,,-don MP qaydasi ilo

almmigdir.

Miilahizolor hesabinin (@ = pf)A(f=a) soklindo
olan diisturunu o < B kimi isaro edok vo dziinii do o, S
diisturlarinin ekvivalensiyas1 adlandiraq.

Misal 2. Gostorok ki, o = o diisturu miilahizalor
hesabinin teoremidir.

Bunun tiigiin gostormok kifaystdir ki, « = « homin
he-sabda isbat olunandir. Dogrudan da,

B (A= (B= A)= (A= B)= (A= A4)) S (1)
B,:(A=>(B= A)) I, aksiomu
[, (A= B)= (4= A) MP(B,,5,)
f,i(A=>(B=> A)=> (A= A) SE=4(Bs)
fsiA=> A MP(B,,B.,)
Peio=>a S5 (Bs)

B, — B, diisturlart @« = «a teoreminin isbat1 sxemidir, isbatin

uzunlugu iso k = 6-dur.
§26. Hipotezlordon cixarihs

Forz edok ki, f — miilahizolor hesabinin hor hansi
disturu, Q={o,,a,,...,a,} iso homin hesabin diisturlarinin

sonlu ¢oxlugudur.
Tarif. Verilmis B diisturu ii¢ilin elo
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B Bass By (26.1)

sonlu diisturlar ardicillig1 varsa ki, S, diisturu S ilo ist-iisto

disir vo B, (i :I,_S) diisturlarinin hor biri ya miilahizslor

hesabinin teoremidir, ya Q c¢oxlugunun diisturudur, yaxud da
(26.1) disturlarinin har hansi ikisindon MP qaydas1 ile alinr,
onda £ diisturu Q diisturlarinin noticosi adlanir. Q cox-

lugunun har bir diisturuna hipotez deyilir. Bu halda bazan do
deyirlor ki, f diisturu Q hipotezlori ¢oxlugundan c¢ixaril-

migdir.

(26.1) ardicilligr ¢ixarilis sxemi, s iso c¢ixarilisin
uzunlugu adlanir.

Torifdon goriintir ki, miilahizolor hesabinin har bir

aksiomu va «; (i =1,n) diisturlarmm hor biri Q hipotezlori
coxlugundan ¢ixarilandir. S disturunun Q coxlugundan
cixartlmasimi QRS vo ya «apo,,...a,Fp kimi isaro
edocoyik. Ogor Q ¢oxlugu bos coxluq olarsa, onda I+
ovazinds + B kimi isare edacayik. Bu halda belo deyirlor ki,
p diisturu miilahizolor hesabinin teoremidir. Bunun torsi do

dogrudur. Bagqa s6zlo asagidaki toklifi soylomok olar.
Taklif. [ diisturu onda vo ancaq onda miilahizalor

hesabinin teoremi olar ki, o hipotezlorin bos ¢oxlugundan
cixarilan olsun.
Hogqigoton, S teoremdirso, onda onun ii¢lin diistur-

larin bos c¢oxlugundan uzunlugu 1-o borabor olan ¢ixarilig
sxemi qurmaq olar. Bu c¢ixarilis elo tokco [ diisturundan

ibarat olacaqdir.

Torsina, f,,p,,.... 5, ardicilligt S diisturunun hipo-
tezlorin bos ¢oxlugundan ¢ixarilist sxemidirso, onda bu ¢ixa-
rilist elo S diisturunun isbati sxemi gobul edorok homin diis-
turun isbat olunanligini alariq. Demoli, S -miilahizolor hesa-
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binin teoremidir. Qeyd edak ki, teoremlorin isbatinda ovoz-
loma qaydasindan istifads edildiyi halda bu qaydadan diistur-
larin ¢ixariligt zamani istifado etmoayo icazo verilmir.

Indi iso ¢ixarilanliga misallar gstorok.

Misal 1. Isbat edok ki, B istonilon diistur oldugda

ar p=a.

1° «a hipotez

2 a=(Bf=a) aksiom I ;
3. p=a MP (1°, 2%
Misal2. a =y, f =y, ay ¢ixarilisini quraq.
1° a=y hipotez

2 (a=y)=>(B=y)=> @V pB)=y) aksiomIIl;
3. (B =>(@vph=7) MP (1°,2°)
4. =y hipotez

55 (av =y MP (3°, 4°)
6°. a hipotez

7. a=(aVp) aksiom III,
8°. av p MP (6°, 7%
9%y MP (5°, 8%

Beloliklo, y diisturu Q={a=y,f=y,a } disturlar
coxlugundan ¢ixarilmisdir vo ¢ixarilisin uzunlugu s =9 -dur.

Misal 3. aoAf, a=yryVvu (u—istonilon
diistur-dur) ¢ixariligini isbat edin.

1° anp hipotez

2 (anP)=a aksiom II
3% «a MP (1°, 2%
4 a=y hipotez
5%y MP (3°, 4%
6". y = (Vv p) aksiom III,
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7 ryvu MP (5°, 6%

Demoli, y Vv u disturu Q={a A f,a =y} coxlu-
gundan ¢ixarilmigdir vo s =7.

§27. 9lava ¢ixarilis qaydalan

Bu faslin 24-cli paraqrafinda biz miilahizalor hesa-
binda foaliyyst gdsteron iki ¢ixarilis qaydasi ilo tanis olduq.
Sonraki paraqraflarda iss hesab aksiomlar1 vo homin ¢ixarilis
qaydalarinin kdmayilo yeni teoremlorin alinmasi prosesini
oyrondik. Orada gordiik ki, son notico bilavasito isbat vo ya
cixarilis sxemi qurmaqla oldo edilir. Lakin asagida goroco-
yimiz kimi diisturlarin ¢ixarilisinin bir sira xassolori vardir
ki, onlardan istifado etmoklo hor dofo belo sxem qurmadan
verilmis diisturun ¢ixarilanlig1 haqqinda fikir sdylomak olar.
Bu xassalori biz alave ¢ixarilis qaydalar1 adlandiracagiq.

Olava c¢ixarilis qaydalarimi ifade edorkon sol torafdo
onlarin adi qaydada yazilisin1 géstormokla, sag torofds basqa
bir yazilis formasindan istifade edacoyik. Belo ki, axirinci
yaziligda iifliqi diiz xatt ¢okib onun istiinds hipotezlori, al-
tinda iso onlardan ¢ixan naticoni yazacagiq.

Forz edok ki, a, B, y miilahizolor hesabinin ixtiyari

diisturlaridir. Onda asagidak: ¢ixarilislar dogrudur.

L. Sillogizm qaydasu:

a=p, =y
a=y '

a=>p, =2y Fa=y;

I1. Hipotezlarin yerinin dayisdirilmasi qaydasi:
a=B=y)
B=>(a=y)
1. Konyunksiyanin daxil edilmasi qaydasi:

a=>PB=>yEB=>@=y);
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a, franp ; ﬂ.
aAp
IV. Konyunksiyanin kanar edilmasi qaydasi:
anfra; anp .
a
anprp; 25 P
B
V. Dizyunksiyanin daxil edilmasi qaydasi:
akFavp ; e
b a V ﬁ b
pravp ; p .
avVvp
VI. Dizyunksiyanin kanar edilmasi qaydasi:
avp, Pra; —avﬁ,w’
a
av B, Tarp %,
VII. Hipotezlarin birlasdirilmasi qaydasi:
a=>(B=y)
a=B=p@np=y . “2E20
(@aAp)=y
VIII. Hipotezlarin ayrilmast qaydast:
anp)=
@AB)=yra=Boy): CAD2T
a=(f=7)
IX. Hipotezlarin takrar olunmasi qaydast:
a,
a,Brp; —.
B

X. Implikasiyanin daxil edilmasi gaydast:
ogor a, fry olarsa, onda af = y; agor ap olarsa,
/4
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onda )
B=v

XI. Implikasiyanin kanar edilmasi qaydasi:
ogor o+ f3 =y olarsa, onda a, fFy; agor olarsa,
onda M.

/4

XII. Oks movqe qaydast:

a=p FIf=>a ﬂ.
18 =1
X1I1. Oksini farz etma qaydasi:
la=p, la=1pra ; 1a:>,8,1a:>1,6'
o

XIV. Vaziyyatlarin aragdirilmasi (tahlili) qaydast:

a=y. By (v )=y : a=y.f=y

(avp)=y
XV. Zoariflasdirma (incalasma) qaydast:
A
Ara ; —
a

Burada A -hesabin isbat olunmayan diisturudur.

Buna bazan «yalandan hor seyo» qaydasi da deyirler.

Miilahizolor hesabinin aksiomlarindan vo ¢ixarilig
qaydalarindan istifads edorok I — XV olavo c¢ixarilis
qaydalarinin har birinin dogrulugunu gdéstormak olar.

Mosalon, XV ¢ixarilis qaydasimnin dogrulugunu gos-
torok.

IV; aksiomunda B -ni milahizalor hesabinin § isbat
olunan diisturu ilo, A-m iso istonilon « diisturu ilo ovoz
etsok,

(@a=8)=0 =a)
oldugunu alariq. Lakin bu faslin 25-ci paraqrafindak: 1-ci
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misalin noticasine gére a = & miilahizalor hesabinda teo-
remdir. Ona géro do a=35 vo (¢ =8)= (5 = a) diistur-
larma tamamlama qaydasini totbiq etsok, -6 = @ oldugunu
gororik. Burada o diisturunu « ilo avaz edib, ham do 6 -nin

A olmasini nozors alsaq, FA =& teoremini alariq. 1V,
aksiomunu totbiq etsok, A = «a -nin miilahizolor hesabinin
teoremi olmas1 naticosino golorik.

§28. Deduksiya teoremi

Miilahizolor hesabinda deduksiya teoremi adi ilo mas-
hur olan asagidaki ¢ixarilisin boylik chomiyysti vardir.
Teorem. Ogor miilahizolor hesabinin B diisturu he-

min hesabin Q ={a,,a,,...,a,} hipotezlori coxlugundan ¢ixa-
rilandirsa, onda
a=@=>E=@, =@ =p)") (28.1)
disturu bu hesabin teoremidir.
Isbati. Forz edok ki, # diisturu Q hipotezlori ¢oxlu-
gundan ¢ixarilmisdir, yoni
a,,0,,....a, Ff (28.1"
\£)
BisByss B, =B (28.2)
ardicillign Q+ B cixarilist sxemidir.
§ -9 goroa riyazi induksiya metodundan istifado edorok
avvalca isbat edak ki,
a,,0,,....a, ko, =P (28.3)
s =1 olduqda (28.2) sistemi birco dona f, diisturun-
dan ibarat olacaqdir ki, o da elo S diisturudur. Hipotez-
lordon ¢ixarilisin torifine gore S, ya miilahizalor hesabinin

aksiomudur, yaxud Q' =Q/{a,} ¢oxlugunun disturlarindan
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har hansi biridir vo yaxud da «, diisturu ilo tist-listo diistir. I;
aksiomundan avozetma naticasinds alinan
B =(a,=p) (28.4)
diisturuna baxaq. Birinci iki halda a, = £, diisturunun Q
coxlugundan ¢ixarilisi (28.4)-don MP qaydasi ilo alinir.
B,-in a, -lo Ust-iisto diigdiiyii halda iso Q' Fa, =
cixartlanlig1 o, = o, olmasindan aydindir. Beloliklo, s =1

olduqda (28.3) ¢ixarilis1 dogrudur.
Indi forz edok ki, istenilon k <s {iciin teorem dog-

rudur, yoni Q'+, = £, (k<s) oldugunu gobul edib, k=s
olduqda Q'+, = B, ¢ixariligini isbat edok.

B, l¢lin asagidaki 4 haldan biri miimkiindiir.

1) B, -miilahizolor hesabmnin aksiomudur,

2) B, Q' ¢oxlugunun hipotezlorindan biridir,

3) B, «a, disturu ilo {ist-iisto diisiir,

4) B, B; va B, (j,m<s) disturlarindan MP qaydasi
ilo alinmigdir. Birinci 3 halda Q'Fa, = B, ¢ixarthist s=1

olan haldaki kimi gostarilir. Axirinct hala ayrica baxagq.
Tutaq ki, B,, B, vo B, (j,m<s) disturlarindan MP

qaydasmin komoyilo alinmisdir. Bu halda induktiv miihaki-
moya gora
Qra,=p, Qra,=p, (28.5)

olur.
Qeyd edak ki, B, -in ozii 8, = B, soklinds implika-

siyadir. Bunu nozors alsaq (28.5)-1 belo yazmagq olar:
Qra,=p,, QAra,=(B,=p). (28.6)

Digor torafdon I, aksiomundan ovazetms naticosinda
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Ha,=B,=p)=a,=p)=(a,=p)) ((28.7)
alarig. (28.6)-ya miiraciot etmoklo (28.7)-yo MP qaydasini
ardicil olaraq iki dofs totbiq etsak,

Qra,=>p)=@,=p) voQra,=a
cixariligt alinar.
Beloliklo, istonilon s {igun (28.3) c¢ixarilis1 isbat
edilmis olur.
Ogor (28.3)-i (28.1')-0 ardicil olaraq n dofo totbiq
etsok (28.1)-in dogrulugunu alariq. Teorem isbat olundu.
Misal. Deduksiya teoremindan istifads edorok
FHa=B=r)=>FB=@=7)
(§27, 11 ¢ixarilis qaydasi) oldugunu isbat edok.
Bu teoremin isbat1 asagida gdstorilon ¢ixariligla eyni-
glicliidiir:

a=P=>y),B.ary. (28.8)
Indi (28.8) ¢ixarilisin sxemini quraq:
1°. « hipotez
2 a=(B=y) hipotez
3. =y MP(1°,2°)
4. p hipotez
5% MP (3°, 4%

Beldliklo, o = (B=vy), B,aty.
Buraya deduksiya teoremini ti¢ dofs totbiq etsak,
(@a=B=y)=FB=(@=7)
teoremini alariq.

§29. Miilahizalor hesabinin ziddiyyatsizliyi

Biitiin aksiomatik nozariyyslorde oldugu kimi miila-
hizalor hesabinda da ziddiyyatsizlik, tamliq ve asilt olmamagq
problemlori osas mosolalordon biri kimi qarsiya ¢ixir. Belo
mosalolori holl etmok iiglin hesabin olifbasina daxil olan
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simvollarin vo onun diisturlarinin miioyyon interpretasiyasini
vermak, beloliklo do formal nazariyyani qeyri-formal (moz-
munlu) nozoriyyays ¢evirmak lazimdir.

Bunun ii¢iin miilahizolor hesab1 slifbasina daxil olan
birinci kateqoriyali simvollart — sorbast doyisonlori miilahi-
zalor cabrinde ancaq D va Y qiymatlor alan propozisional
horflor kimi sorh edok. ©lifbaya daxil olan ikinci kateqo-
riyalt 1,A, VvV, = simvollarin1 iso miilahizolor cobrindo

oldugu kimi toyin edak.

Ucgiincii kateqoriyali simvollar1 da miilahizalor cob-
rindo oldugu menada islodok. Bu interpretasiyada miilahi-
zaolor hesabmin hor bir diisturu da miilahizolor cabrinin
diisturu kimi dayisonlorin ixtiyari qiymatlori y1gimi tigiin D
vo Y qiymsatlorinden ancaq birini alacaqdir.

Tarif. Hor hans1 hesabda biri digarinin inkar1 olan iki
diistur eyni zamanda isbat olunan deyildirso, belo hesaba zid-
diyyatsiz hesab deyilir.

Basqa s6zlo ziddiyyatsiz hesab elo hesabdir ki, onun
istonilon o disturu li¢lin @ vo o« diisturlar1 hesabin ak-
siomlarindan orada mdvcud olan ¢ixarilis qaydalarmin koms-
yilo eyni zamanda ¢ixarila bilmir. Bunun oksino olaraq, ogor
hor hans1 a diisturu 6zlinlin a inkari ilo birlikde hesabin
teoremidirsa, onda belo hesab ziddiyyetli hesab adlanir.

Buradan aydin olur ki, ziddiyystli hesab elo hesabdir
ki, bu hesabin istonilon diisturu onun teoremidir. Ogor séhbot
konkret olaraq miilahizolor hesabindan gedirss, onda bu he-
sabin diisturlarin1 miilahizalor cobrinin diisturlar1 kimi inter-
pretasiya etdikds belo ¢ixir ki, miilahizolor cobrinde @ vo a
diisturlart eyni zamanda dogru diisturlardir. Bu iss o demak
olardi ki, miilahizalor cobrinin o diisturu eyni za-manda hom
tavtologiya, hom do ziddiyyatdir.

Bu faktdan miilahizalor hesabmin ziddiyyetsizliyinin
isbatinda istifade etmok olar. Dogrudan da baxdigimiz hesa-
bin ziddiyyatsizliyini isbat etmok {i¢iin orada he¢ olmasa bir
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dono ¢ixarilmayan diisturun varliimi gostormok kifayotdir.
Lakin miilahizolor hesabi1 0z interpretasiyasint miilahizalor
cobrinds tapdigi tigiin vo bu axirincida iso diisturlarin imum-
qiymatliyi vo yerino yetironliyi mosalolori alqoritmik hall
olundugundan biz miilahizolor hesabinda ziddiyyatsizlik
probleminin hallina basqa ciir yanasacagiq. Bu, asagidaki
tokliflo miioyyon olunur.

Teorem. Miilahizolor hesabi ziddiyyatsizdir.

Isbati. ©vvolco gostorok ki, miilahizolor hesabmin
teoremi olan hor bir diistur miilahizalor cobrinds eynilikls
dogru diisturdur. Dogrudan da miilahizolor hesabinin aksiom-
lart miilahizolor cobri diisturu baximindan eyniliklo dogru
diisturlardir. Buna bilavasita dogruluq cadvali diizeltmoklo
inanmaq olar. Sonra, ogor miilahizolor hesabinin «a veo
a = f disturlar1 miilahizolor cobri diisturlart baximindan

eyniliklo dogru diisturlardirsa, onda onlardan MP qaydasi ilo
alman f disturu da implikasiyanin torifine gora eyniliklo
dogru diistur olacaqdir.

Nohayat, ogoar A4 dayisonini 0ziindo saxlayan a(A)
diisturu miilahizolor cobrindo eyniliklo dogru diistur, S iso
ixtiyari diisturdursa, onda o diisturunda A4 doyisonini S

diisturu ilo avoz etmok naticosinds alinan S”(«) diisturu da

miilahizolor cabrinds eyniliklo dogru diisturdur.

Haqiqaten, a(A) disturu eynilikls dogru diistur oldu-
gundan o, doyisonlorin ixtiyari qiymatlori y1gimi ii¢iin yalniz
D qiymat alir. Ona gora do «a diisturuna daxil olan basqa
doyisonlorin aldiglar1 dogruluq qiymatlorindon asili olmaya-
raq a(D) va a(Y) ifadsleri D olacaqdir. Digor torafdon f

diisturu da ona daxil olan doayisonlorin har bir qiymatlori
yigimi {i¢iin yalmiz D vo Y qiymatini alir. Odur ki, S¥ (o) =
=qa(p) diisturu da homiso D olacaqdir.

Beloliklo, gostormis oluruq ki, miilahizolor hesabinin
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aksiomlar1 vo onlardan ¢ixarilis qaydalari ilo alinmis biitiin
diisturlar, o c¢iimlodon do hesabin teoremlori miilahizolor
cobri diisturlar1 kimi eyniliklo dogru diisturlardir.

Indi forz edok ki, o -miilahizolor hesabinin hor hansi
teoremidir. Bu halda goéstorok ki, & homin hesabin teoremi
ola bilmaz. Dogrudan da, agor @ vo a eyni zamanda hesa-
bin teoremlori olsa, onda hom o vo hom do o miilahizalor
cobri diisturu kimi eyniliklo dogru diistur olardi. Bu iso
miimkiin deyildir. Teorem isbat olundu.

§30. Miilahizalar hesabinin tamhg:

Ziddiyyatsizlik kimi tamliq problemi do miilahizalor
hesabinin vacib masalalorindan biridir.
Hoar bir hesabda tamliq problemi iki ciir qoyulur:

1. Genis manada tamhgq.
II. Maohdud manada tamlhiq.

Bunlarin har birini sorh edak.

Ovvalki paraqrafda biz miilahizalor hesabinin ziddiy-
yatsizliyi problemindon danisarken hesabin har bir diisturuna
miilahizolor cobri diisturu kimi baxaraq geyd etdik ki, hesab-
da diisturun isbat olunanligi mosalosi miilahizalor cabrinde
homin diisturun eyniliklo dogru olmasi mosslasina gatirilir.
Hom do bels bir naticoys goldik ki, miilahizolor hesabinin har
bir teoremi miilahizolor cobri baximindan eyniliklo dogru
diisturdur.

Indi belo bir tors moesaloys baxaq. Miilahizalor cobri-
nin eyniliklo dogru olan biitlin diisturlar1 miilahizolor hesa-
binda isbat olunandirmi?

Mosalonin mohz bu sokildo qoyulusu miilahizolor
hesabinin genis monada tamlig1 problemidir. Bu problemin
hallina miisbat cavab tamliq teoremi adlanan asagidaki tok-
lifa asaslanir.

Teorem 1. Miilahizalor cobrinin har bir eyniliklo do-
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gru diisturu miilahizslor hesabinda isbat olunandir.
Isbati. Forz edok ki, a(4,,4,,...,4,) miilahizalor cob-
rinin eyniliklo dogru diisturudur. II fasil §16-da isbat etdiyi-

mizo gora a diisturu ilo eynigiiclii olan konyunktiv normal
forma vardir:

azk/s_\ltsk, (30.1)

burada ¢, (k:l,_s) A,,A,,...,A, dayisonlorindon asili ele-
mentar dizyunksiyalardir. (30.1) diisturu miilahizolor cobrin-
do eyniliklo dogru oldugundan ona daxil olan ¢, dizyunk-

siyalarin hor birino miisyyan bir A4, doyiseni 6z inkart ilo
birlikdo daxildir. Bagqa sozlo, ¢, elementar dizyunksiyalari

har bir 4; v Z ; $9klinda olan eynilikls dogru diisturu 6ziinds

saxlaywr. Lakin molumdur ki, istonilon 4 doyisoni {igiin
AV A disturu miilahizolor hesabinin teoremidir. Ona goro
do Vv daxil edilmasi qaydasina asason ¢, dizyunk-siyalarinin

har biri miilahizolor hesabinda teorem olacaqdir. Beloliklo do
¢, (k=1,s) dizyunksiyalarmin konyunksiyalar1 soklinds olan

o disturu A daxil edilmasi qaydasina goro miilahizalor
hesabinin teoremi olar. Teorem isbat olundu.

Natica. Miilahizolor hesabmnin « diisturu onda vo an-
caq onda teorem olar ki, o, miilahizalor cobrinda eyniliklo
dogru diistur olsun.

Tamliq teoremindon aydin olur ki, miilahizalor hesa-
bimin indiys kimi teorem adlandirdigimiz diisturlar1 miilahi-
zalor cobrinin eyniliklo dogru diisturlari ils iist-iisto diisiir. Bu
iso bizo miilahizalor cabrinde isbat etdiyimiz biitliin eyni-
giicliilliklori, o climlodon do, montiq omallorinin xassolori
adlandirdigimiz eynigiicliiliklori miilahizolor hesabma ko-
¢lirmok imkani verir. Xiisusi halda, miilahizalor hesabinda
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asagidaki diisturlar teoremdirlor.
FHanp)=(Bra),
Havp)=(pBva),
F@AB)Ay)= (@A (BAY)),
Favp)vy)=(aVv(BVYy))
Vo s.

Miilahizalor hesabinin mohdud monada tamligi da
onun genis monada tamligindan az ohomiyyot kosb etmir.
Bunu bozon hesabin miitloq tamlig1 da adlandirirlar.

Toarif. Ogor nozoriyysnin aksiomlarma oradaki ¢ixa-
rilis qaydalarini saxlamaqla onun har hansi ¢ixarilmayan diis-
turunu qosduqda ziddiyyatli nozoriyye alinarsa, onda bels
nazariyyaye mohdud monada tam nazariyya deyilir.

Teorem 2. Miilahizolor hesabr mohdud monada tam-
dir.

Isbati. Forz edok ki, o -miilahizolor hesabinda teo-
rem olmayan hor hansi diisturdur. isbat edok ki, miilahizalor
hesabmin aksiomlar1 sistemino « diisturunu yeni aksiom
kimi qosduqda alinan hesab ziddiyystli hesaba cevrilir. «o
hesabin teoremi olmadigindan o miilahizalor cobrinds eyni-
liklo dogru diistur deyildir. Ona gors do onun dogruluq cod-
volindo hor hansi sotrlo axirinci siitunun kosismosindo Y
qiymati olacaqdir. Homin bu sotrlordon birini qeyd edak.
Qeyd etdiyimiz sotr iigiin o diisturuna daxil olan vo D qiy-
mot alan elementar diisturlarin (doyisenlorin) ovezine AV A,

Y qiymot alan elementar diisturlarin ovozino iso AA A yaz-
magqla alinan diisturu S ilo isaro edok. S diisturu o ak-

siomundan avozlomo qaydasi ilo alindigindan hesabin teo-
remi olacaqdir. Digor torofdon yuxaridaki kimi ovozloma
qaydast ilo alinan £ diisturu homise Y qiymot alir. Odur ki,

S diisturu miilahizelor cobrinda tavtologiyadir. Beloliklo, S
diisturu miilahizaler hesabinin teoremidir. Naticads aliriq ki,
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hom B, hom do S diisturlar1 baxdigimiz hesabimn teorem-

loridir. Bu iso hesabin ziddiyyatli oldugunu gostorir. Teorem
isbat olundu.

§31. Miilahizalor hesabi aksiomlarinin
asili olmamasi

Bu faslin 23-cii paraqrafinda qeyd etdik ki, miila-
hizolor montiqi hesab1 bela bir sxem tiizro qurulur. Hesabin
ilkin anlayis vo simvollari, habelo diistur anlayislar1 daxil
edilir. Bundan sonra ilkin dogru disturlar seg¢ilib ayrilir vo
onlar aksiomlar elan edilir. Sonra iso c¢ixarilis qaydalar1
adlanan elo qaydalar gostarilir ki, onlarin kdmayilo aksiom-
lardan yeni dogru diisturlar diizeltmok miimkiin olsun. Hor
bir belo hesab {i¢lin onun qabul edilmis aksiomlarinin kifayat
edib-etmomosi mosalasi ortaya ¢ixir. Aksiomlar sisteminin
asili olmamas1 adlanan bu problem asagidaki kimi qoyulur.

Hesabda foaliyyat gostoron ¢ixarilis qaydalarini sax-
lamaqla verilmis aksiomlar sistemindon hor hanst bir ak-
siomu konar etmak olarmi?

Demoli, agor hor hansi aksiomu bu qayda ilo konar
etmok miimkiin olsa, onda onu aksiomlar sistemi siyahisin-
dan silmok olar vo naticads alinan yeni aksiomlar bazasinda
qurulmus hesab doyismoz.

Tarif 1. Hesabin aksiomlar1 sisteminin har hansi bir
aksiomu onun qalan aksiomlarindan c¢ixarilis qaydalarinin
komaoyile alinmazsa, ona asilt olmayan aksiom deyilir.

Tarif 2. Aksiomlar sisteminin har bir aksiomu bu sis-
temin basqa aksiomlarindan asili deyilss, onda belo sistema
asili olmayan sistem, oks halda iso asili sistem deyilir.

Yada salaq ki, ziddiyyetsizlik vo tamliq problem-
lorinin hollindo miilahizalor hesabinin doyisonlori vo diistur-
larim1 miilahizolor cobrindo D vo Y qiymot alan doyison vo
diisturlar kimi, diistura daxil olan 1, A, Vv, = omollorini iso
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miilahizolor cabrinde toyin etdiyimiz menada interpretasiya
etmigdik. Hom do miilahizolor hesabinin hor bir ¢ixarilan
diisturunun ona daxil olan doyisonlorin istonilon qiymatlori
yigimi {iglin yalniz D qiymet alan miilahizalor cabri diisturu
oldugunu agkar etdik. Aksiomlarmn asili olmamas1 problemi-
nin hollindo do buna oxsar interpretasiyadan istifado edoco-
yik. Lakin burada diistura daxil olan propozisional harflori
ovvollords oldugu kimi D vo Y deyil, 0, 1, 2, 3 ilo isaro
olunmus simvollara barabar qiymotlor alan doyisonlor kimi
sorh edoacoyik, 1,A, Vv, = omollorini iso elo toyin edok ki,

asagidaki sortlor 6donilsin.

1) Asili olmamasi todqiq olunan « aksiomundan
basqa qalan aksiomlar doyisonlorin biitliin qiymatlorinde 1-o
barabar qiymot alsin.

2) Hesabin o aksiomunu istisna etmoklo yerds gqalan
aksiomlar sistemindon ¢ixarilan biitlin diisturlar oraya daxil
olan dayisonlorin biitiin giymatlori y1gimi ii¢iin 1-o boraber
qiymot alsin.

Bu halda aydindir ki, hor bir montiq diisturu da oraya
daxil olan doyisonlorin ixtiyari qeyd olunmus qiymatlori
yigimi ligilin 0, 1, 2, 3 simvollarindan birino borabor qiymot
alacaqdir. 0, 1, 2, 3 simvollarindan hor hansi1 birini, masolon,
1-1 secok.

Diistura daxil olan propozisional horflori {0, 1, 2, 3}
coxlugunda doyisdikdo 1-o borabor qiymot alan montiq diis-
turunu ayrilmis diistur adlandiraq.

3) Hesabin a aksiomu oraya daxil olan doyisonlorin
har hans1 qiymatlori y1gimi i¢iin 1-don forqli qiymet alsin.

Aydindir ki, belo interpretasiyada « aksiomunun
basqa aksiomlardan asili olmamasi isbat edilocokdir, ¢iinki
ogor o aksiomu 1-o borabar qiymot alsaydi, onda o, basqa
aksiomlardan ¢ixarilan diisturlar coxluguna daxil olard1
Ovvalca masalon, I; aksiomunun asili olmadigini isbat edak.
Bunun iigiin hesabin aksiomlar1 sistemina daxil olan amallori
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asagidaki codvollordo gdstorildiyi kimi toyin edok.

A | 14 A | B | A=B| AAB| AVB | A=(B=4)
0] 1 0] 0 1 0 0 1
1] 0 0| 1 1 0 1 1
2| 3 0| 2 1 0 2 1
31 2 0| 3 1 0 3 1
1|0 0 0 1 1
1|1 1 1 1 1
1|2 0 2 1 1
1| 3 0 3 1 1
210 0 0 2 1
2 |1 1 2 1 0
2 | 2 1 2 2 1
2| 3 0 3 2 1
310 0 0 3 1
3] 1 1 3 1 0
3] 2 1 3 2 0
313 1 3 3 1

Cadvoldon aydin gérmok olar ki, ogor 4= B vo 4
diisturlar1 ayrilmig diisturlardirsa, B do ayrilmis diisturdur.
Homginin, I; aksiomundan basqa biitiin aksiomlar vo onlar-
dan ovazloms noticasinde alinan biitiin diisturlar da ayrilmis
disturlardir. Lakin I; aksiomu gdstorilon xassoni ddomir.
Dogrudan da doyigenlorin, masalon, 4 =2 vo B=1 qiymat-
lorindo 4= (B = A) diisturu 1-5 yox, sifra barabar qiymot
alir vo ona gors do [; aksiomu ayrilmis diistur deyildir.

Yuxaridakina analoji olaraq I, aksiomunun basqa ak-
siomlardan asili olmadigmi isbat etmok olar.

II qrup aksiomlarm asilt olmadigini isbat etmak tigiin
yeno do diisturlara daxil olan doyisonlori 0, 1 giymati alan
doyisonlor kimi interpretasiya edok. Ogor 0-a miilahizolor
cobrinds Y -nin, 1-3 iso D -nun interpretasiyast kimi baxsaq
vo 1,Vv, = omollorini orada oldugu kimi toyin etsok, onda II
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qrup aksiomlardan basqa qalan aksiomlar doyisonlorin
istonilon qiymeotlorindo yalniz 1-o borabor olar. Yalniz A
omolini miilahizalor cobrindo oldugundan forqli toyin edok.
II; aksiomu ti¢iin AAB=B,II, aksiomu tli¢iin AAB=A4,11; ak-
siomu iigiin AANB=0.

Aydin gérmok olar ki, konyunksiya amsli masalon,
AAB=B kimi toyin edildikdo II; vo II; aksiomlar1 doyi-
sonlorin istonilon qiymatlorinds 1-9 barabar olur. II, aksio-mu
iss A=1, B=0 olduqda sifra barabor qiymst alir. De-mali,
bu interpretasiyada II, aksiomundan basqa biitiin ak-siomlar
ayrilmig diisturlardir. Il iso ayrilmis diistur deyildir. ©gor
ovazlomo vo tamamlama qaydalarini ayrilmig distur-lara
totbiq etsak, yena do ayrilmis diistur alariq. I, aksiomu qalan
aksiomlardan asili olsaydi, onda gorok o da ayrilmis diistur
olaydi.

Beloliklo do, II, aksiomunun asilit olmadigi isbat
edilmis olur. Analoji olaraq II qrup aksiomlarin qalanlarinin
da asili olmadigni isbat etmak olar.

IIT qrup aksiomlarin asili olmadigmi géstormak {i¢iin
Vv omplindon bagga galan omollori yeno do miilahizolor
cobrinds oldugu kimi, dizyunksiyan1 ise asagidaki kimi toyin
edok. III; aksiomu ligliin AV B=B, Ill, aksiomu {iciin
AV B= A, 1ll5 aksiomu iigiin AV B=1. Masalon, III; ak-
siomunun asili olmadigini isbat edok. Asanliqla gérmok olar
ki, omollori yuxarida gdostorilon kimi toyin etdikde III3-don
basqa miilahizolor hesabinin qalan aksiomlar1 eyniliklo 1-o
barabar olur, yani ayrilmig diisturlardir. 1113 aksiomu iso ay-
rilmis diistur deyil. Misal ii¢lin, 4=B=C =0 olduqda III;
diisturu 1-9 deyil, 0-a borabor qiymot alir. Ona goéro do 0,
basga aksiomlarm noticasi ola bilmoz. Bu iso III; aksiomu-
nun asili olmadigin1 gosterir. Analoji olaraq digor aksiom-
larin asili olmadig isbat edilir.

Nohayat, IV qrup aksiomlarm asili olmadigmi isbat
etmak {i¢ilin yalniz 7 oamoli miilahizalor cobrinds oldugundan
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forqli, qalan omollori iso miilahizolor cobrindoki kimi toyin
edok. Inkar omolini iso agagidaki kimi verok.

IV, aksiomu ti¢lin 14 =0, IV, aksiomu l¢lin 14 =1,
IV; aksiomu iig¢lin 14 = 4.

Asanligla yoxlamaq olar ki, inkar omolini masalon,
14= A kimi toyin etdikdo miilahizolor hesabinin 1V; aksio-
mundan basqa biitliin aksiomlar1 ayrilmig disturlardir, yoni
eyniliklo 1-0 borabordir. Lakin IV3 aksiomu 4=0, B=1
oldugda 0-a borabor giymot alir. Demoli, o basqa aksiomlar-
dan alina bilmaz.

Bu iso IV; aksiomunun asili olmadigini gosterir. Ana-
loji olaraq IV qrup aksiomlardan qalan ikisinin do asili olma-
digin1 isbat etmok olar.

Nohayot, geyd edok ki, miilahizolor hesab1 aksiom-
lariin asili olmadigini isbat edorkon biz miilahizalor cabrin-
don forqli olaraq, diisturlara daxil olan doyisonlors ikidon ¢ox
sayda qiymot verirdik, Maosolon, I; aksiomunun asilt ol-
madigini isbat edorkon aksiomlara daxil olan doyisonlor O, 1,
2, 3 qiymsatlori alirdi. Burada biz yeni bir montiq — ¢ox-
qiymatli mantiqls rastlasiriq.

§32. Miilahizalor hesabinda hallolunma problemi

Miilahizalor cobrinds oldugu kimi milahizalor hesa-
binda da hall olunma problemi qarsiya ¢ixir. Bu problem mii-
lahizolor hesabinda da miisbot holl olunur. Basqa sozlo
miilahizolor hesab1 holl olunan nozoriyyadir. Bu o demokdir
ki, hesabin hor bir diisturunun bu hesabin teoremi olub-
olmadigini miiayyan edon alqoritm vardir.

Miilahizolor hesabinin hor bir verilis diisturunun teo-
rem olub-olmamasi mosalasinin halli iso onun miilahizaler
cobri diisturu kimi eyniliklo dogru olub-olmamast mosalasi-
nin hoallina gatirilir.

Miilahizalor cobrinds bu problem miisbat hall edildi-
yindon, demoli, miilahizolor hesabinda da miisbot holl edilir.
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Lakin miilahizolor hesabinin genis menada tamligi proble-
mini hall edarkon isbat etdiyimiz teorem bu hesabin har bir
isbat olunan o diisturu {iglin mosolonin holli alqoritmini
verir. Bu alqoritm « diisturu {i¢iin isbat sxemi qurmaqdan
ibarotdir. Bu da bizo imkan verir ki, miilahizolor hesabinda
qarsitya qoyulmus problemi miilahizolor cobrine miiraciot et-

modon birbasa hall edak.

Mosalon, tutaq ki, o :(AV (4= B))A(BV (4= B))
diisturu verilmisdir. « diisturunun isbat olunanlig1 alqorit-
mini quraq. Bunun ii¢iin bu foslin §27-do gostorilmis olave

cixarilis qaydalarindan istifade edak.

1°. 4 AV (4= B)

2. AVB+A=B
3. A= B+ Av (4= B)

4°. AV Br(4= B)
5. AV(AVB)FAv (4= B)

6°. BV(AV B)+FBV (A= B)
7°. AV (BV B)FBV(AV B)

8°. AV(BVB)+-BV (4= B)

9% -(4v A)Vv B

10°. - AV (BV B)

11°. -4V (4= B)
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Vv daxil edilmosi qaydasi
= daxil edilmasi qaydasi
Vv daxil edilmosi qaydasi
2°, 3%don sillogizm qay-
dasina gora

1°, 4°-don v konar edil-
masi qaydasina goro

55 analoji olaraq

2° vo hipotezlorin yerinin
doyisdirilmasi qaydasina
gora

7°, 6"-dan silloqizm qay-
dasina gora

F(AV A) teoremi vo V
daxil edilmosi qaydasina
gora

F(BV B) teoremi vo V
daxil edilmasi qaydasima
gora

2° vo 9°-a osason
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12°. BV (4 V B) 2° vo 10%-a osason

13°.(4v (4= B)A(BV(4d=B)) = vo A daxil edilmosi
qaydalarina goro

Demoli, +(4V (4= B))A(BV (4= B)).

Qeyd edok ki, a diisturunun miilahizolor hesabinin
teoremi olmasini isbat etmok iiciin qurulmus bu alqoritm
hesabin olavo ¢ixarilis qaydalarina osaslanir vo goriindiiyii
kimi praktik cohotdon o qador da slverisli deyildir.

Ona gora do qarsiya qoyulmus masaloni asagida gos-
toracayimiz kimi daha somarali iisulla hall etmak olar. Bunun
iclin  diisturuna miilahizalor cobri diisturu kimi ba-xaraq,
onu asanliqla konyunktiv normal formaya gotirmak olar:

a:(AV(A=B)A(BV(A=B))=(AV AV B)A(AVBVB).

Aldigimiz axirinc1 diisturda har bir elementar dizyun-
ksiyaya doyigson 6z inkari ilo daxil oldugundan onlar dogru
diisturlardir vo ona goroa do biitiin konyunktiv normal forma
miilahizolor cobrinda eynilikls dogru diistur olacaq. Odur ki,
miilahizolor hesabimin tamliq teoremina asason « diisturu bu
hesabin teoremidir.

§33. Istifads olunan aksiomlar sxeminin
basqa sokilda ifadasi

Miilahizalor hesabini aksiomatik qurarken gordiik ki,
hesabin har bir aksiomu sonsuz sayda dogru diisturlar: ifads
edir. Ona goro do hor bir aksioma sonsuz sayda dogru diis-
turlar1 tocossiim etdiron aksiomlar sxemi kimi baxmaq olar.
Bu iso bizo eyni bir hesabi miixtalif sayda aksiomlar sxemi
vasitosilo qurmaga imkan verir. Qeyd edok ki, eyni bir hesab1
qurmagq li¢iin lazim olan aksiomlar sxemi doyisdikdo homin
hesabda foaliyyot gostoron ¢ixarilis qaydalar: da dayisir.

Lakin isbat etmok olar ki, aksiomlar sxemi doyisdikdo
hesabin isbat olunan diisturlar1 sinfi doyigmir. Yalniz gozle-
mok lazimdir ki, aksiomlar sisteminin tam olmasi talobi
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odonilsin.

Indi iso miilahizolor hesabmin qurulmasi iigiin isti-
fado olunan aksiomlar sxeminin miixtolif sokildo ifadosino
baxaq.

I. Biz yuxarida miilahizalor hesabinin P.S.Novikovun
11 aksiomu, ovozlomo vo tamamlama kimi iki c¢ixarilig
qaydast ilo verildiyini gordiik.

II. Yalniz 7 vo = omollorindon vo tamamlama qay-
dasindan istifado etmoklo miilahizolor hesabini asagidaki 3
aksiomlar sxemi vasitosilo do vermak olar.

1) A= (B= A)

2)(A=>(B=0)=>((4=B)=4=0))

3) IB=14)=(1B=> A= B).

Hesabt bu ciir qurduqgda 1(4=1B), 14=B veo
(A= B)A(B= A) disturlarin1 uygun olaraq AAB, AV B

vo A< B kimi isaro edocoyik. Miilahizolor hesabinin bu
sxemls qurulmasi E.Mendelsona moxsusdur.

III. Yegano mantiq omali =, asagidaki 3 aksaomlar
sxemi vo yegano modus ponens qaydasi.

Aksiomlar

1. A= (B=A)

2.(A=>B=C)=>{(4=>B)=(A4=0))

3. (A= 0)=0)=> 4.

Burada sifir hesabin olifbasina daxil olan konstantdir.
Hesabi1 belo aksiomatik qurarkon yens do 14, AAB, AVB,
A<B  uygun olaraq A4=0, 1(4=1B), 14=2B,
(A= B)A(B=>A4)-nin qisa yazilisi kimi basa diisocoyik.
Miilahizolor hesabinin bu cilir qurulmasi Cer¢ torofindon
verilmisdir.

IV. Mantiqi olagalor: 1, V.

Montiq aksiomlart:
l1.(AvB)= A4
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2. A= (AV B)
3.(AvB)=B
4. B=>C)={(AvB)=(A4Vv(0)).
Burada 4= B ilo 14V B -nin qisa yazilis1 isaro edil-
misdir.
Yegano ¢ixarilis qaydas1 modus ponens-dir.
Miilahizolor hesabinin bu sxemlo qurulmasi Hilbert vo
Akkermana moxsusdur.
V. Moantiqi alagolor: 1, A, Vv, =.
Montiq aksiomlart:
A= (B= A)
A=>B=0)=>(4=>B)=4=0))
(AANB)= A4
(AANB)=B
A= (B=(4AAB))
A= (Av B)
B=(AV B)
A=0)=((B=>0C)={(4AvB)=0())
. (A= B)=((4=1B)=14)
10. M4A=> 4.

Yegano cixarilis qaydast modus ponens-dir. Hesabin
belo qurulmasi Klini torafindon toklif edilmisdir.

R Sl Sl

IV FOSLO AID CALISMALAR

1. Asagidaki sozlordon hansilar miilahizolor hesabinin
diisturudur
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a) (ANTC)V A b) (AV B)Vv (14));
¢) (AV 1B); d) AN(A1)= B;

e) (AAB)=(1B)); f) (AVvB)AC

g (4=B)=0C)=(14); h) (2=3A5)?

2. Miilahizalor hesabinin asagidaki sozlorinin hor
birinin uzunlugunu va ranqini tapin:
a) (A=B)ACAT4; b) (A= TA(ANB))V;
A=A, =4, d) (AN B))));
e)\ZAn; f)1B)IVv=B)VvA(~.

3. Asagidaki diisturlardan motorizolori miimkiin qo-
dor konar edin vo onu standart soklo gotirin:
a) (1AHAB)=C)=