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On soz

Relyativistik kvant mexanikasi nozori fizikanin bir bélmasi olub,
is1q slirating yaxin siiratlo harokot edon mikrozarraciklorin (elektron vo
s.) horokotinin relyativist (nisbilik nozoriyyesinin toloblorini 6doyon)
kvant ganunlarini yronir.

Relyativistik kvant mexanikasi kvant mexanikasinin ixtiyari
kovariant Puankare xiilasasidir. Bu nozoriyys yiiksok enerjilor
fizikasina, zorraciklor fizikasina, siirst-londiriclor fizikasina, homginin
atom fizikasina totbiq oluna bilar.

Relyativistik kvant mexanikasimin  asas  xiisusiyyatlorino
asagidaki oncogdérmolor daxildir: antimaddonin mdvcudlugu, spini %2
olan fermionlarin spin maqnit momentino malik olmasi, elektromaqnit
sahasindos yiiklii zorraciklorin kvant dinamikasi vo inco qurulusu. Acar
rolunu iso bu 6ncogdérmalarin birbasa alindigi Dirak tonliyi oynayair.

Qeyri - relyativistik kvant mexanikasinda iso tam tarsina olaraq
tocriibi  noticolorlo uzlasmaq {iciin  miioyyon hodlori  hamilton
operatoruna siini olaraq daxil etmok lazim galir.

On ugurlu vo on genis totbiq olunan relyativistik kvant
mexanikasi sahonin relyativistik kvant nozoriyyosidir. Sahonin kvant
nazariyyasinds elementar zorraciklor sahonin kvanti kimi tosvir olunur.

Sahonin kvant nazoriyyesinin relyativistik kvant mexanikasinda
test olunan unikal todqiqati materiyanin yaranmasi vo annihilyasiyasi
zamani zorraciklor sayinin saxlanmasi ganununun pozulmasidir.

Toqdim olunan dars vasaitinds relyativistik kvant mexanikasinin
asasini togkil edon Kleyn - Fok — Gordon va Dirak tonliklorinin osaslari,
tam horokot miqdart momenti, onlarin moxsusi funksiyalar1 tohlil
olunmugdur. Homginin Kleyn - Fok — Gordon vo Dirak tonliklorinin
geyri-relyativistik limiti, sarbast zorraciyin harokoti, neytrino {g¢ilin
Dirak tonliyinin halli verilmis, elektromaqnit sahosindo horokot edon
zarracik tiglin Kleyn - FOk — Gordon vo Dirak tonliklori hall olunmus-
dur.

Eyni zamanda maraq kosb edon bozi masalalorin  hollori
verilmisdir. Umid edirik ki, bu vesait oxucular torofindon maragla
qarsilanacaqdir.

Miiallif



8 1. DOrd 6lgult vektor — operatorlar vo onlar iizarinda amoallar

Ovvalca istifade edacoyimiz vektor-operatorlarin ifadslorini
daxil edok:

x=(ct,x,y,z) (4-6lcull radius vektoru)
p= (E Pyr Py, pzj (4-6lculdt impuls)
( Ao Py, Az) (4-6lcllu potensial)

V= {% % %%} (4-6lculu gradient) (1)

(1)-do X, p, A vo V - 4-5lgilii vektorlardir. 4-6l¢ili
vektorlarla hesab omollorini yerino yetirorkon metrik tenzordan da
istifado olunur. 4 - 6l¢Uli g, metrik tenzoru asagidaki matrislo

tasvir etmak olar:

900 901 Y902 903

)

00

910 911 Y12 Y13 | _ 00

w 10
0-1

10

0-1
920 921 922 923 0 0-
930 931 932 933 00

Beloliklo, dX:{dX” } vektorunun  uzunlugunu asagidaki
sokildo:

ds? =dx-dx=g waxHax"

yaza bilarik. Bu yazilis xiisusilo metrik tenzorun toyininds ds istifado

olunur. Kontravariant formada olan ¢“’ tenzorundan asagidaki
xassani ala bilarik:



0100
ué —SH = 3
9" -G =0y 0010 3)
0001
1 00O
0-1 0 0
ué _(o-1) _Zwo 4
J (g L5 g |0 0-10 )
0 0 0-1

Burada, A/w komokei faktordur, yoni sotir vo siitunlarin

listiindon xott gokarok vo (—1)“"° torafindon oldo edilon odoado
vurmaqla toyin olunan alt determinantdir. g iso g, metrik
tenzorunun determinantindan g =det(g,,,)=-1 tapilir. Xisusi Lorens

metrikasinda  kontravariant va  kovariant metrik  tenzorlar
ekvivalentdirlor:

9" =g, ®)
4- 6l¢iilii kontrvariant vektor agagidaki kimi toyin olunur:
X# =(x°,xl,x2,x3)=(ct,x, y,2) (6)

Kontravariant vektordan kovariant vektora kegid g, - metrik

tenzorun kdmayi ilo miimkiindiir, yoni:

X, =0 X = (X0, %4, %2, %3) = (ct,—X,~y,~2) ()

Iki 4-6l¢iilii vektorlarin hasilino baxaq:



3
— yH — H —y0 1 2 3 _
X-X=X -xﬂ_Zx X, =X X FX X XK+ XX = 8
u=0 ()
=C2t2—X2—y2—22=C2t2—F2

Analoji olarag 4-6l¢ilu impuls vektoru ticiin ds yaza bilarik:
E
pﬂ:(zapxapyvpzj (9)

Iki 4-6lctlu impuls vektorunun skalyar hasilini hesablasaq:
Ei1 Ep . .
IO1'P2=P1“-P2H=T1'TZ—P1-F12 (10)
homginin

X-p=x"-p, =x,-p'=E-t-r-p (11)
Belolikla, ixtiyari 4-0l¢ull vektoru asagidaki kimi yaza bilorik:

a=(ag,a,a,,;) (12)
3-0lcull vektor isa

a=(ay,8,3;) (13)

soklindo yazilir. 4-6l¢iilii impuls operatoru asagidaki formada toyin
olunur:

ﬁﬂ:mi:{m 0 ,mimﬂ,mi}:mw
X, o(ct) 0% OXy OX3

0 .0 .0 0| _.] 0 3
:{'h@’_'ha'_'ha’_mg}:Ih{@_v}' (14)



o 0 1 02
T V' e
>R X, oxH [cz ot
2 2 2 2
- 82+82+82 =—n? iza—z—A (15)
ox° oy° oz c“ ot

4-6l¢iilii impuls va koordinat arasinda kommutasiya miinasibati bela

toyin olunur:
| O . OX
#xY=in —,9""x_|=ihg'T =
o 2|

7
=ing" o =ing"* =ing*’

Beloaliklos,
[ x| =ing (16)

aliriq.

§ 2. Kleyn-Fok-Qordon tanliyi

Spini sifir olan zorrociyi relyativistik kvant mexanikasinda
tosvir edon tonlik Kleyn-Fok-Qordon tonliyidir.  Sredinger
tonliyininin iizlogdiyi c¢otinliklor bu tonlikdo aradan qaldirilir.
Sredinger tonliyinin alinmasi tsullarindan biri do zorraciyin
Hamilton funksiyasindan istifado etmokdir. Hamilton funksiyasinda
impulsa gars1 impuls operatoru, enerjiyo qarst enerji operatoru
goyulur, yani:

P
E=—+V(r 1
o (r) 1)
p— p=—iaV
EsE=ind )



nisbilik nozoriyyosinin toloblorini 6dayan, yoni Lorens ¢evrilmolorino
gors invariant olan tonlik almaq ii¢lin enerji, impuls va kiitlo arasinda
nisbilik nozoriyyasindon alinan miinasibsatdon istifado edok:

E:,l02p2+m(2)c4 (3)

(2) avozlomasini (3)-do nozors alsaq, onda alariq:

|hl//\/chv+mcw 4

Lakin operatorun kvadrat kokiiniin no demok oldugunu bilavasito
bilmadiyimiz iiglin, bu ifadonin hor iki torafini kvadrata yiiksaldok.
Bu omoliyyat riyazi ndqteyi nozordon tam toyin olunmus tonliys
gotirir:

2
—hza—w=—czh2V2w+m§c4yx (5)
ot
2,202 .2 8° 2.4
CheVe —h y—moc w =0 (6)

(6) tonliyi, sarbast zarrocik tigiin Kleyn-Fok-Qordon tonliyidir. Bu
tonlik spini sifir olan zarrociklorin relyativistik dalga tonliyidir. Bu
tonliyi relyativistik invariant sokildo yazmaq Ugln 4 6lguli vektor-
operator daxil edok:

X, =9g,X =(ct,—F)
0 . 0 ~ A 4
p# = IhaT |h(@_vJ = (pO! p) (7)

Onda (6) tenliyini asagidaki formada yaza bilorik :

P4 P, ¥ =micy ®)



(65, ~m3c2 =0

Vo ya:
(m m;jfzj w=0 )
Burada O=A - cizaat_zz - Dalamber operatorudur. Bilavasito (8)
tonliyinin Lorens invariant oldugunu gostora bilorik, p*p ..~ Lorens
2.2

mgc

invariantdir. (9) tonliyino kiitlo haddinin - daxil olmasim

nazors almagla klassik dalga tonliyi kimi baxa bilorik. Bu tonliyin
sorbast holli asagidak: sokilds olacaqdir:

v =exp(—% pﬂxﬂj:em[—%(poxo - ﬁfﬂ =
- exp[%(ﬁf— Et)} (10)
(10) ifadasini (8)-do nazors alsaq, onda alariq:
p* Puy = m*cy — p P eXp[—% pyx”j =
-5, (Lo,

i i
p“p, exp[—% pﬂX“j =mgc’ exp(—% pﬂxﬂj =

2.2
= p*p, =mgc

voya

10



E=+ m0204+c2[32 (11)

. e 2.2 =22
Beloliklo KFQ (8) tonliyinin iki halli - E = +C(moC +p )1
/2
miisbat enerjiys uygun hall vo E = —C(mg c?+ f)z)L monfi enerjiya

uygun hollori mévcuddur. Moanfi enerjiyo uygun hall antizarraciyi
tosvir edir.

4 - dlgiilii corayan sixliginin - j# agkar ifadosini tapmaq tigiin
(8) ifadoasindan istifads edok:

(b, ~mjc2 )y =0 (12
Bu ifadodon kompleks qosma alaq :

(p,,p* ~mZe? )y =0 (13)

(12) ifadesini soldan " -a, (13) ifadosini iso sagdan y -o vurub
torof-torofos ¢ixsaq, onda:

v (0, 0" ~mic? Jy—wlp, p* ~mc? )y =0 (4)
vo ya

_x(,2 p 22) (2 p 22)*_
74 (h V Ve +mge” y +y =V V5 +mge” Jy =0.

Buradan da,
vﬂ(w*vﬂw —w“w*)= V=0 (15)

4- 5lgiilii corayan sixhigr - j# asagidaki kimi toyin olunur:
11



'”= \ V- Wﬂw) (16)
o
el
2moc
+dIV(—2—][l/l Vy—yVy' } 0 @an

(17) tonliyi bilavasita kosilmozlik tonliyidir.
op . =
—+div j =0. 18
p J (18)

Burada p - yiklorin haocmi sixhigidir. (18) tonliyini biitiin
konfiqurasiya fozasi iizrs inteqrallasaq:

5,0 3 a Gp 3 - =13 ==
| —d°x=—[—d°x=—[divjd°x=—] jdF =0. (19)
v ot oty ot v F

Boraborliyin sag torafi

192 43 = 2 1 pd3x.
v ot oty

Sol toraf iso
[ divjd3x =] jdF =0.
Vv F
olar. Onda
0 3
— [ pd“x=0
y”
alariq. Buradan uygun olaraq

[ pd3x = const.
v

12



Bu zamana goro sabitdir. Yiik sixligini tobii olaraq belo yaza

bilorik:

in L0y oy

- _ | (20)
P 2myc? (l// a " a j

Amma buna baxmayaraq (20) ifadosinin interpretasiyasinda
- oy . .. .
problem yaranir. Verilmis t zamani {iglin w va 8_1/'[/ ixtiyari

giymatlor ala bilir: Yoni (20)-do p(X,t) hom miisbat, hom monfi ola
bilir. (20) ifadossinin qeyri-relyativistik yaxinlasmasinda

ih « OW oy” in (Ey'y Ey'y
= — = + =
P 2mocz(w a V &] 2m002[ in i

_2BEyy” _ Eyy”
2moc2 m0c2
E *
P

5
myC

Gorundliyld kimi p~E vo E - hom miisbat, hom do monfi
giymotlor alir. p ehtimal sixlig1 iso manfi ola bilmoz. Demali, KFQ

nazariyyoesinde dalga funksiyasi ehtimal sixligini toyin eds bilmaez.
KFQ tonliyinin asas ¢atinliyi do budur.

8 3. Kleyn-Fok-Qordon sahasinin enerji - impuls tenzoru

Klassik mexanikada enerji Laqranj funksiyasi ilo asagidaki
kimi toyin olunur:

H=2>7q -L (1)
|
Klassik mexanikada sistemin Laqranj funksiyast asagidaki
Kimidir:

13



L= 2= - ¥

Burada g — imumilogmis koordinatdir. Sistemin tam enerjisi isa:

.2 2
mqg-  kx
=+ — 3
> T ©)
2

kimidir. (2) - ifadesindon k% - ni tapib, (3) — do yerino yazaq:

kx® _mg®
2 2
.2 2 <2 .2
pomat ke _mat mat g2 oL
2> T2 T2 T

7 =mq ovazlomasini aparib, com gotiirsaok, (1) ifadssini alariq.
Klassik horokot tonliyi tosir inteqralinin variasiyasindan
asagidaki formada tapilir:
ofLdt=0
f @)

Bu iso 6z novbesindo asagidaki sokildo Laqranj tonliyino
gatirir:
d oL, oL
()<= =0 “
dt oq;"  aq;

Saha nozoriyyoesindo do analoji konsepsiyaya osaslanaraq
Lagranj sixligindan istifado edirlor. Saho nozoriyyoasindo Lagranj
sixlig1 agsagidki sokilds isars olunur:

oy,
E(Wo" oxt j (6)

Yoni (6) Laqranj sixligint hocm {izro inteqrallasaq Laqranj
funksiyasini alariq:

14



_ al//o' 3
L-\{L’((//O,, o jd X 7

Umumiyyatlo Laqranj sixhg £- dalga sahssinin -

variasiyasindan vo hamginin Oy /X, téremoesinden asilidir. Amma

burada yiiksok tortibli toromolora baxilmir. Ciinki belo olan halda bu
toromoalor qeyri-lokal nozoriyyoys gotirir. Ona goro (4) variasiya
prinsipini bels yaza bilorik:

_ Wy |43 —
of Ldt—éjﬁ(n//g, o jd xdt =
_ 2R —
_éjﬁ(WWWjd x=0 8)
6!// 4 oL
oL ,—Z |d* X =[| —w_ +
I (l//a 8)(”} I{a% Vo
+ oL 5(&//0) d*x=0 9
o0y, 1 ox*) \ ox~ ©)

Burada variasiya ilo toromonin yerini doyismo mexanizmindan
istifado edok:

5Wo _

0 0 0
ol 8)(_”0//0 +§l//0')_ax_lul//o' —ax—ﬂ(&//a) (10)

(9) ifadosindos ikinci haddos hisso-hisss inteqrallama formulunu totbiq
etsok alariq:

| i51//U+ oL . 0 (5{//0) d4x =
oy, 0@y, 1 ox*') oxH

=ja—£5yxad4x—j 0 oL Sy d*x+
o7 x“ | 60w, 1 oxH)

15



oL a
Sy, %
(0w, | ox*) Vola (11)

Burada y,_ -nin variasiyas: inteqralin serhadlorinde sifira boraber
oldugundan, yani

L . 51//0_ /:2 =0
o0y, 1 ox*) 1
onda alariq:
[ oc 0 oL d%x =0

“|ow, oxt oy, lox")

Bu tonlik oy -nin ixtiyari variyasiyasi li¢lin dogru oldugundan saho
Ucun Eyler-Lagranj tonliyini aliriq:

oL 0 oL

——. =0 (12)
oy,  ox* 00w, | ox*)

Indi iso Laqranj formalizmini Kleyn-Fok - Qordon sahasi iigiin
totbiq edacayik. Bu hal iigiin biz iki sahays, y vow™ sahslarino
baxacaglq. Homginin y sahosinin haqiqi vo xoyali hissalorini asil

olmayan saholor kimi daxil edocoyik. Onda Laqranj funksiyasinin
sixligint asagidaki kimi yaza bilorik:

x O ow”
E(W, oy sz

ToxH T ox”
7 ow* dw méc? .
=5 9" e A (13)
My ox* ox h

burada h2/2m0 - omsalinin segilmoasi | £d3x kemiyyotinin 8l¢ii
vahidinin enerji vahidi olmasi ilo slagodardir. (13) ifadoesindon bir

basa almir ki, agor, wvo w~ skalyar sahoni tosvir edirlorso, £ -

16



Lorens skalyardir. Onda (13) ifadoasi Lorens invariantligini 6doyir.
(13) ifadasini (12)-da nozars alsaq, alariq:

o oL oL _,
X’ owlox) oy

2 * 2.2
mgc* .
1n"f 0  wOy M w* =0 (14)
2mo(ox” ~ x* n?
Vo ya
o @ . mic? .
0 o 2 v =0 (15)

Analoji olaraq " sahosi ti¢iin alariq
o oL oL _ 0
ox¥ owlex’) oy

1r%( o oy*  mic?
- uv +-0 *1=0 16
2m0£8x"g o a2 (9

voya
o 0 . mic?

mv =
oxXH awi i 1

w =0 a7

Uygun olaraq (13) Lagranj sixlig1 w voy ™ ligiin doqiq Kleyn-
Fok-Qordon tonliyino gotirir. Sahonin enerjisi vo impulsu, enerji -
impuls tenzoru ilo asagidak: kimi tosvir olunur:

, WOy, oL

T, =% - Lg,, (18)
oS oM dow, loxy
Enerji sixhigi H(x) (18) Enerji - impuls tenzorunun T_

komponentina ekvivalentdir, yani:

17



H(X) =Tg (X) (19)

(13) ifadasindan istifado etmaklo
TV - oy oL +81// - ﬁ*ﬁ ~rg),
ox* oy lox”) ox* oy lox")

_ {gwaw*ﬁw+ ov O Oy
0

2m ox°  ox* ox°  ox*
oy” oy moc *
opP v 20
(g o ot 1 '//]gﬂ} (20)

alariq. Uygun olaraq TOO -tenzoru Ugln

G oy”" @ ow 0
H(X)=Too=2 l:g o0 l// Y | qo0 V. 4
Mo

ox° ax ox®  oxo

ox° oxP W 2my | ox°® oxO

+61//.8w*_ oy’ oy 3 61// Oy mOC v || =
o (a® A Gex o K
* } (21)

H enerjisi iso ., Mustovi dalganin enerjisidir. ., -

* 2.2 2 *
_(ggpﬁl// Oy mgC l//*l/lﬂgg= h {al// _81//+

miistovi dalgasi ise agagidaki kimi toyin olunur:

18



2 .
Wn(x) = % emH (PnXF Epnt):| (22)

Pn

Burada L - v, miistovi dalgasinin yayildigi kub formali

qutunun tilinin uzunlugudur (Sakil 1). H enerjisini vo L* hacmindoki
enerji sixligin1 hamin hacm tizrs inteqrallamagqla tapmagq olar:

| ~
-
L L —
-
L
Sakil 1
2
h? | me? (FEp)
Hn(i) = .[TOO(nii)d3X: .[ 30 ’ 2pr12 +
3 13 2Mg L’E,,  A°c
+ mOC2 . pn'ﬁn +m§C2 . mOC2 d3X=
e, #*  n* LE,
n n
2 2 | g2
=2h : 3m0c 2{ ‘;”+p§+m§c2}3=
My L Epnh c
2
n?  myc? 2E
0 =k, (23)

Tomg P, 27 o
Bir daha geyd edok ki, (13) Laqranj sixhigmmin ifadesinds
72 /2m, sabitinin daxil edilmosinin sobobi Wn(s) dalgasinn +E

enerjisi dagimasidir. (23) ifadosi gostorir ki, v,y dalgasi da +E

19



enerjisini dasiyir. Beloliklo, buradan ¢ox maraqli notico almis olurugq.
Miistovi Yn(+) dalgas1 monfi vo miisbot yiiklorin yaratdigi dalgalar

tosvir edir vo hor iki dalganin enerjisi +E, =-+c(pj +mgc?)"?

formulu ils toyin olunur. Uygun olaraq, burada enerji iki xiisusiyyoto
malikdir, bir torofdon + Epn misbot yliklori xarakterizo edir, onun

yaratdigt dalga ) ~ eXp[i(fJ-F— Ept)/ h] ilo tosvir olunur,
- Epn 1so monfi yiiklori xarakterizo edir vo onun yaratdigi dalga
Wiy~ exp[i(f)-FJr Ept)/h] ilo tosvir olunur. Digor torafdon ‘Ep‘
hamiso zarraciyin enerjisidir.

§ 4. Spini sifir olan zarraciklorin elektromaqnit sahasi ils
qarsihqh tasiri

Elektromagnit sahasi 4 o6l¢ili vektorla tosvir olunur vo
asagidaki kimi isara olunur:

A% Z(AO’A)Z(AO’AX’Ay’Az): grA,
A, =g A =(Ag-A). (1)

Qeyri-relyativistik ~ kvant  mexanikasinda  elektromaqnit
sahasinin potensiallari saho tonliyino asagidaki kimi daxil edilir:

E:ih%—er, p=—inv-SA @)
(¥
(2) ifadesini 4- dl¢iilii kovariant halda bels yaza bilarik:
i = pH - S A" voya P, = Py - A 3
P P c ya Py = Py o H 3

(3) ifadesini p* f)ﬂ:mgczw - Kleyn -Fok-Qordon tonli-yinda

nazars alsaq, onda elektromaqnit sahasi ti¢iin yazilmig Kleyn — Fok -
Qordon tonliyini alariq:
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A € " e
(p#_EAﬂj[pla_EAﬂjW:mgczl// (4)

e [0 S

(5) ifadssini askar sokildo yazmagq liciin asagidaki ¢evirmolori edok:

Vo ya

1 0 0 O
0 -1 0 0
/uV: =
g 9uu 0 0 -1 o0
0 0 0 -1
XO:XOZC'[,X1=X,X2=y,X3=Z
x1=—x1=—x,—x2=—y,x3=—x3=—z

P :ihizih{ o 61’ 82, ag}:
o(ct) oxt ox° ox

pr—ind —ipl 09 2 o1l
o(ct) OX; Oxy OX3

:ih{i,_z,_g_z}:m{L,_@},
a(ct) ox oy oz o(ct)

Oo.ha € 2 11.h6 € 2
M) T Mea T
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0 e 2 0 e 2

22( + 33( : 2.2
+ ih———A + h———A =m4C

g ( JEI 2j g [ P 3} 4 oC v

2 2 2
.. 0 e .. 0 e .. 0 €
[(lh@—g%j —(lhy'FEAlj —(lhax—z-i-EAzj —

o e ?
—(ih—+—A3j 1//=mgczl//

oxd ¢
oo o[ oo e
—|ih——e W= ih—+—A | +mjc” |y;
¢ ot il ox' ¢ 0
2
1. 0 L= e -
C—Z(lhaer)ZV/:[(lhv-l-EAj +m302]l// (6)

Yiik vo corayan sixligini1 hesablamagq {i¢iin (5) ifadosini soldan

P* - funksiyasina, onun kompleks qosmasini iso ¥ - yo vurub torof-
torofo ¢ixsaq onda alariq:

0 ie 0 ie
O=y"|—g*” +— —+—A
l//{ g (aXV hCAvj(axﬂ e #H‘/f

0 ie 0 ie
—wl =ag® —_= — _ = A *
l{g ) P ﬂj}u

ox" oxH ox" oxH ox” he

0 e % « 1€ 0 ie 0 %
—A — — - W= — - =

o, 0 0 o . e
—_ gV ¥ % _92 e * 7
g (ax” Woo¥ v a2 WAV )] (7)
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(7) ifadesindon bilavasito

. ihe ( + O 0 &
W=—_—"V —W—WT‘// -

2mg oxY oxY
e? .

- *=(cp,— | 8
moc Avy =(cp,—]) (8)

alariq. (8) ifadosi A, elektromaqnit sahosindo 4-0lgiilii coroyan

sixligidir. Onda asagidaki, yoni 4-0lglili coroyanin  6dadiyi
kosilmoazlik tonliyini belo yaza bilarik:

o . o .
9 —jy=—,"=0 ©)
oxt oxH
(8) ifadosindon yiik sixligi vo 3- 6l¢ulll corayanin sixligi {igiin alariq:
ine . o .\ e? *
= V' —y-yv— —— 10
p 2m002[ il V’at‘”j mOCAoW (10)
\&)
g |he * =l %k 92 e *
J=——( Vy —yVy )— > Ayy (11)
2m0 mgC

Forz edok ki, monfi yiiklii zorrocik Kulon potensiali sahasindadir,
yani:

eAy(r) = Ze?V(r), A=0 (12)
V(r) ~%

Kleyn-Fok-Qordon tonliyinin stasionar halda holli asagidaki
Kimidir:
~ . —iet
w(F,t) ZI//(V)EXP(TJ (13)

& -zoarraciyin enerjisidir. Onda yiik sixlig1 ti¢iin
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_ 2
() = (e erz(r)) vy’ = e[g+Ze V()]

oy (14)
Mg C Mg C

alariq. Beloliklo, yiik sixlig1 {i¢iin asagidaki miinasibatlori alariq:

p >0, £€>ehAy(x)
p <0, e <eAy(x). (15)

Mosalon 7~ mezon Uglin £<0, z#* mezon iigiin isoe >0,
7~ mezon Ugln
[+ Ze2V (X)]

p(x) === R (0w () (16)
moC

§ 5. Kleyn—-Fok—Qordon tonliyinin geyri-relyativistik limiti

Ovvalca sistemin dalga funksiyasini yazaq:
- ~ i
w(r,t) :go(r,t)exp[—%mocth 1)

Burada, dalga funksiyasinin zamandan ashiligimi iki ciir daxil
edirik: hoddin birindo siikunat kiitlosindon asililiq da vardir. Qeyri
relyativistik limitdo tam vo siikunot enerjilori arasindaki forq cox
kicikdir. Ona goro

E'=E-my_’ (2)
buradan aliriq ki, E’ kinetik enerji qeyri relyativistikdir, yani
E' <<myc?.
Uygun olaraq,
‘ih%‘/’ ~E'p<<mC’p 3)
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Homginin (1)-don alirq ki,

oy O . [ 2 op .moc2
——=—|p(F,t)exp| ——muct | |=| ——i
pe a(ca()Xp(hoD [8t ran s
2 2 :
. myC .myc i 2
xexp| —1 t= exp| ——mgC-t
XF{ " J P <PXD( 7o j
ow 0(op .mc’ i,
= i exp| ——m,c’t |=
ot at[at n 7)™

2 2 2.4 .
.MyC” O .MyC” Op mMiC ( [ 2)
=) —l———1 - exXp| ——myCt |=
{ I T e W

2myc® 0 mict i
={—| ;l’ E(p_ 722 7 exp(—%mocztj. (4)

(4) ifadosini Kleyn—Fok—Qordon tonliyinds, yoni

PPy =micy
tonliyinde nozars alsaq, onda alariq:

2
T ol 1 0O
pHp, =—h"| ——5—A

hooot
2 4 : 2 2 A2
+m0;: @ exp[—lmocztjwzz 62 82 + 62 x
h n % oy? @
x (p-exp(—%mocth = mgczqoexp(—%mocztj (5)

. 8¢) 2 2 j ( | 2) 2 82
2maiii— +mjc exp| ——myCct |+7°| —+
( i 0C @ |&Xp PRLLL o2
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0%  o° i 2 2 i,
+y+8z—2 q)eXp —Emoc t :moc ¢exp —Emoc t
. dp mic? i
1h—+ exp| ——mgyct |+

{ o 42 P (€XPp 5o

h? i 5\ mic? [ i 2)
+——Apexp| ——myc?t | = exp| ——myc2t
2mg % XIO[ 7o j 5 pexp 5o

oY) n?
in ot om, Ag (6)
(6) tonliyi Kleyn—Fok—Qordon tonliyinin qeyri—relyativisik
limitidir. Eyni zamanda (6) tonliyi sarbast zorrocik ii¢lin Sredinger
tonliyidir.

8 6. Kleyn-Fok-Qordon tanliyi Srendinger tanliyi formasinda

Kleyn-Fok-Qordon tanliyi zamana vo fozaya gors ikinci tortib
xususi toromali diferensial tonlikdir. Bu tonliyi Srendinger tonliyi
formasinda yazmaq, yoni zamana gors birinci tortib vo fozaya goro
ikinci tortib xdsusi toromoli tonlik formasina gatirmok oldugca
maraqlidir. Bu mogsads asagidaki yaxinlagmanin komoayilo ¢atmag
olar:

y=9+7 ih%w=mocz(<ﬂ—z) @)

Burada y vo aa—li/ iki funksiya ilo, yoni ¢ vo y ilo ifado
olunur. Onda:
102 (82 &2 82 mic?
2a’” ax2+6y2 P Y
Kleyn-Fok-Qordon tonliyi ¢ox asanliqla iki alagsli diferensial
tonliyo cevrilir:

v (2)
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2

.. O0p h 2
ih——=———A(p+ y)+mgC 3
p 2mg (p+ x)+mocep (3)
oy K’ 2
ih—==—A(p+ y)—mgyC 4
X 2mg (p+x)—mCy (4)

(3) vo (4) tonliklori yuxaridaki (2) Kleyn-Fok-Qordon tanliyino
ekvivalentdir. (3) vo (4) tonliklorini torof torofs toplasaq vo ¢ixsaq
onda alariq:

ih§(¢+z)=moc2<¢—z)
A\

2

.. 0 h
in—(p=2)=~——Alp+ ) +mec*(p+ 2)
ot Mg
Va ya (1) ifadslorini nozaro alsaq:

=22 2
mﬁ( i a_wj:_h_wmoczw

ot myc® ot M,
SGRVE )
- T Ay +mee
meZ o2 m, Y
1 &2 m2c?
C—z—at‘f%w— h°2 y (5)

(5) tonliyi Kleyn-Fok-Qordon tonliyidir. (5) ifadasindoki tonliklori
bir tonlikdo birlogdirmok olar. Buna goéro iki komponentli situn

vektoru daxil edok:
Q
v =( j (6)
X

vo asagidaki Pauli vo vahid matrislorindon istifado edok:

(01}, (0-i), (1 0y, (10
72027l ofB (o -1) (o1 "

(7) matrislori asagidaki miinasibatlori 6dayir, yoni:
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t2 =1 £ F ==t # =iy, {k,1,m=12,3} )
(6)-(8) ifadalorindon istifads edorak (3) vo (4) tonliklarini Srendinger
tonliyi formasinda yaza bilorik:
.. 0 -
in—w=H
o 4 4
voya

0 a)
(ma—ij_o 9)

Burada H serbast zorrociyin Hamilton operatorudur.
A2

~ n oA p ~ 2
H=(t3+179))——+7qmpC =
(75 2)2m0 3Mg
1 1) p2 1 0
= P, moc2 (10)
-1 -1)2m; (0 -1

(9) tonliyindon vo asagidaki ifadodon istifado etsok:

H2 =¢2p? +mc? (11)
Cox asanligla gostormok olar ki, (6) vektorunun hor bir
komponenti individual sokildo Kleyn-Fok-Qordon tonliyini 6doyir.

(9) tonliyina (Ih% - I:Ij operatu ils tosir etsok onda alariq, yani:

(ih§+ Hj(ih%—l—]jwzo (12)

2
_hza_Z_HZ (//:0
ot

52
—h— +h?c’A—mgc” by =0
ot
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Vo ya

2 2.2
16 mgyc
=% A+ w=0 (13)
2 at? 72

Yiik sixlig1 tigiin alariq:

. len L0 opt ) emge?( .
= -y = v (p—x)+
2myc? ( ot ot J 2myc? (

%k *k e £ * L *
+tylp —x ))=§[(<o +x Ne—x)+(o+ )@ —x )]=
el « * * * * * * *
=§[¢ P=X X—PX+YPY P O— Y X—PY +@ z]z
=e(p'o— 1" y)=ey Ty
p'=ey igy (14)

Corayan sixlig1 Sredinger tosvirindo asagidaki formada toyin
olunur:

MU

eh + A /A A\
=——I|y 73(73+17,)Viy —
J 2mg [‘// 3(73 2)Vy
(Vi Vey(Es ity | (15)
Yiik sixligiin normallanmasi asagidak: sokilds olur:
[ ()d3x = +e,
Vo ya

[yt iapd®x = £1= [ (99" — 22" )d3x (16)
Yeni tosvirdo sorbost zorraciyin horokotini yenidon aragdiraq:

v = ((pj = A(% jexp[l(px - Et)} (17)
4 X0 h

(17) ifadssini (9) da yazib va (10) ifadasini nazars alsaq, onda alariq:
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AL JEEHE )

Mo
2
:p_( )mOC (2

2m
Ey= —2"—(<o+ 2)-moc?y (19)

®,va ¥, uygun olaraq (19) tonliklorinin hallindan tapilir:

2 2
p 2 p
E-—-muC e 0,
( 2mg 0 J(DO om OZo

p’ p’
(2 ](DO +{E+H+moc ]ZO =0 (20)

Mo 0

(20) tonliklor sisteminin hollinin movcudlugu iiglin @gve
omsallarindan toskil olunmus determinant sifira borabor olmalidir.

2 2
S
2m 2my 0 (21)
2 2 B
P E+ P + moc
2mg 2mg

Buradan aliriq ki,



§ 7. Elektromaqnit sahasi iiciin Kleyn-Fok-Qordon tanliyinin
geyri relyatvistik limiti

Elektromagqnit sahasi {igiin Kleyn-Fok-Qordon tonliyi asagidak1

Kimidir:
1 2 2
—2( h——eﬁbj ((th+ Aj +mic ]y/ (1)

Burada

v (F.) =(P(F7t)e><p[—%moczt] @)

o(r,t) - dalga funksiyasinin geyri-relyativistik hissasini xarakterizo
edir vo onun {i¢iin asagidaki miinasibat 6donir:

.. 0
‘lh% << myC? |g|, [eAvp| << Moc?|g| (3)

(3) - ifadalorindo birinci hodd geyri-relyativistik enerjinin siikunat
enerjisindon, ikinci hadd iso skalyar potensialin siikunot enerjisindon
ki¢ik oldugunu gostorir. Potensiallarin belo kigik olmasi rabito
enerjisinin  boylimosino gotirib ¢ixara bilor vo sonda qeyri-
relyativistik limit mévcud olmaya bilor. Belalikls, alariq:

o i)
X eXp [—% mgcztj (4)
0 ? 20% ., OAg op
(lha—erJ w{—h F—Iheg¢—lhe%g+
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+ihemyc Zt j |heA0 +e2A2(p—eA0m0c2go+
+ihmyc? %D —eA,myc’o +mictp)exp (— é mocztj ~
i .. O
~ exp(—%mocztj(mgc“ - |he#AO - 2eA0m0c2 +

) 0
+ 2ihmac? = 5
0 atj(ﬂ (5)

(3) sortini nozars alsaq kigik kvadratik hadlori nazors almasaq va (5)
ifadasini (1)-do yazmagqla alariq:

2.2 2
i e
exp[—%mgcztj{ [+ihV+—A) +m§cz}o (6)
c

in  OA
2mqC ot

2
! [+ih§+g,&j +efAy +
2mo c

:{i_—Ameﬁw—(VA) e apb}’) (7)

2m, m,C 2myc 2m,c? ot

(7) tonliyi elektromaqnit sahosi liclin Sredinger tonliyidir. Qeyd
etmok lazimdir ki, stialanma masalalorini dyronorken (7) tonliyine
Kulon kalibrovkasinda baxmaq lazimdir, yoni:

divA=0 (8)

Lorens kalibrovkasinda iso (7) tonliyindo sonuncu iki hadd yox
olur, yani:
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1%, divA=0 9)
c ot

Bu Lorens kalibrovkasidir.

8 8. YUkIU Kleyn-Fok-Qordon sahasi

Umumiyyatlo Kleyn-Fok-Qordon tonliyi ilo real yiiksiiz vo
yuiklii kompleks sahalora baxmaq mumkinddr. YUKIi kompleks saho
uclin gostordik ki, corayan sixlig

. ieh | « x
=0 e Vip-oVip) @)
o
Kimi toyin olunur.
P4
‘91_# 0
OX
sortindon ytik ii¢iin alariq:
ihe | «. *
p=s—7(0o—0pp) )
2m,C
dQ
P=—="
d3x
ihe * | *
Q=—7 [d*X (W)@ p-pp)
2mpcC

Indi iso yiiklii sahani bir qoder otrafli dyronak. Kompleks dalga
funksiyasini haqiqi va xayali olmaqla iki komponents ayiraq, yoni

(%) Z%[Q(X)JFWZ(X)] 3
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Burada @(X) vo ¢@»(X) hogiqi funksiyalardir. ©gor ¢(x)
funksiyas1 Kleyn-Fok-Qordon tonliyini 6dayirso, yoni:

2.2
(m m;f J(p(x>=o @

Burada O- Dalamber operatorudur. Onda ¢@(X) vo ¢o(X)
funksiyalar1 da birbasa Kleyn-Fok-Qordon tonli-yini 6doayirlar, yani:

2.2

2.2
<|:| + m;f )mx):o,(u + m;f >¢2(x):0 (5)

Ogor iki ¢(X) vo ¢@o(x) sahalori asili olmadan m=ny =my

hali ii¢iin Kleyn-Fok-Qordon tonliyinin hallidirlorsa, onda homin
tonlik kompleks sahanin do hallidir, yani:

1 . * 1 .
¢=ﬁ((ﬂl+'¢2), @ Zﬁ((ﬂl—WZ) (6)
vo
2.2 2.2
mgc m2c? ) .
ogor
ihe . o
Q=—5]d*x(t) (@ 9o—0¢)
2m,C

ifadasindo @ vo gp* -lori bir-birilori ilo qarsiliglt doyigsok, onda oks
yiikiin ifadssini alariq. Bu mexanizmi pionlara (7z+,7r_,7z0) totbiq
etmok olar. 7° - neytral zarracik oldugundan haqiqi dalga funksiyasi

ilo xarakterizo olunur. 7 vo 7~ yiiklii saho yaratdigindan kompleks
sahalorls tasvir olunurlar, yani:

_*_i( —ig)
(9ﬁ+ Q \/EQL 9?1
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0 _=p="(o+ig)
- 2 iy
\6)
(0”0 =% =%0-
§ 9. Dirak matrislori vo onlarin alinmasi

Dord 6lciilii (4x4) o vo p; (i=1,2,3) Dirak matrislori iki

olglli (2x2) Uil Pauli vo vahid I=diag(1,1) matrislorindon asagidaki
hesablama vasitasi ilo alinir. Qeyd etdiyimiz kimi Pauli vo vahid
matris asagidaki sokildadir:

, (o 1} , (0 —i}
Oy = y Oy =1 . )
10 Y li o
, (1 0} (10
N XS &

oj vo p; Dirak matrislori o ve | vahid matrislorinin tenzor
hasilindon asagidaki formada alinir: o; matrislori | vahid matrisinin

o] matrising diiz hasilindon alinir:

oj=1Q®0c{

, (10 01
0'X=I®O'X=O 1®1 ol™

o O O B+
R O O O
o » O O






, 1 0) (10
p320'2®|=(0 —J@(o 1)2
0
0

110 010 10 0
|7 lo 1 01)| |01 0|
1 (10 1 0)| - ’
0 . 00 -1 0
0 1 0 1 00 0 -1

O; vo p; Dirak matrislori ii¢iin asagidaki miinasibatlor dogrudur:

a)% =O')2, =0'22 =1

o0, =—0,0, =lo,; 0,0,=-0,0,=10,;

_ s . 2_ 2 _ 2 _
0,0, =—0,0, _Iay1 PL =P =P3 =1

PP =—PoP=1ps PPy =—pap; =i
Papr=—PPs =1p;

o Vo p matrislorindon istifade edorok o - matrislorini asagidaki
formada tayin edo bilorik:

a=po; ag = pP3
Dord 6lculu o matrislori agagidaki eyniliyi 6dayir:

a,a, +a,a, = 25ﬂv

4-(5 o o6 o)
(o Lo ST 26

aizng =1
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@ p3+p3ct; =0
axirinet ifadonin horo torofini sagdan p; - o vuraq:

a5 + patip =0
aj =—p3aips3

Matrislorin hasilinin izi, yani diagonal elementlorinin comi
Uciin asagidaki eyniliyin dogrulugunu noazars alsaq, onda alanq:

Tr[Aé] :Tr[éA}
aj =—P3¢P3

Tra; =Tr(-psaips) = Tr(-pia;) = Trpgai ps =
= —Trai :>Trai =0

Yeni y matrislorini daxil edok:

7" =(r0.7)

Burada yo =y9=0ag Vo ¥ =g qobul olunmusdur.

10
==y _

- - (0 o
R PR

yiyt+y =294
)y ==, (=123
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§ 10. Dirak tonliyi
Spini > olan zorrociklor {i¢lin nisbilik nozoriy-yasinin

taloblorini 6doyan Dirak tonliyini ¢ixarmagq ti¢iin Kleyn-Fok-Qordon
tonliyinds oldugu kimi enerji, kiitlo vo impuls arasindaki relyativistik
miinasibatdon istifads edok:

H =E =/c?p? + mdc? 1)

Operatordan kok almagq glin p; vo oj- Dirak matris-lorinden
istifado edok. Ogor (1) ifadasini

H = c(p1p+ p3moc) )

soklindo yaza bilirikso, onda, miitloq

(p1P+ p3moc)? = p12 ﬁlz +mocP(pLe3 + p3o1) +
+mgep; = P +mgc? 3)

olmast iiciin p; matrislori asagidaki sorti ddenmalidir:

pf =ph=pi =1 @

PLP2 =—pPop1L =WP3, P2P3 =—pP3P2 =hpP1,
P3P =—pP1P3=ip2 %)

Kok altinda, hamginin irrasional diferensial operator

P=p2 = /-2 = /- v (6)

olduguna gora yuxaridaki ifads ils yanasi, ogor
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A2 a2 a2 A A A
Py + Py + P7 = oy Py +oy Py +0,P; @)
soklinds yazirigsa, onda:

22 a2 a2 A2 242 242 2,2
P~ =Px+Py+Pz =0xPx toyPy+ozPz +
+(oxoy +oyoy)Px Py +(oxoz +o70%)Px Pz +

+(oyo, +070y)PyPz =P (8)

olmas1 iciin o (i =123)matrislori do asagidaki miinasibatlori

odomoalidirlor:
O'f = 0'}2, = 022 =1
OyOy =—0y0y =i0;; oyo; =—0,0y =0y,
0,0y =—0x0; =i0y. 9)

Beloliklo, hor iki miinasibati nozors alaraq enerji operatorunu
rasional sokilds yaza bilorik:

R 3
H = Cpl(o-x px + O-y py + Gz pz) + p3m002 = CZ a,u py (10)
=0

o Vo p matrislorindon istifads etsok & matrisini asagidaki formada
toyin eds bilorik:

a=po; ty = p3 (11)

o -matrisinin (11) soklinds toyin olunmas1 yuxaridaki miinasibatlorin
0donmosini gdstarir, yani:

Po =MC, Py = Py, P2 = Py, P3 =P, (12)
2 3 3
E® = CZ alup,u Czavpv =
1=0 v=0
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= i i p.p (2, +a,a,) (13)

Digor torofdon, askardir ki,

3
E? =c?p? +m?c? =¢? zoawpy Y (14)
U=
Bu iki berabarlikden «,, - kemiyyastlorinin 6dadiyi ssas sorti
alinq:
aua, +aya,, =26, (15)
voya
a0, #o,a,,; a& =1
o (1 0)1 O 10
ao = =
0 -1)\0 -1) (0 1
> (0 oY 0 o o 0 10
a. — = p—
'“loy 0)\oy O 0 o2) 01
10 0 O 0 001
01 0 O 0010 (16)
oy = o = ,
°“loo -1 o/t o100
00 0 -1 0 00O
0 0 0 -i 0 0 1 O
0 0 i O 0O 0 0 -1
o = . a3 =
0 -i 0 O 1 0 0 O
i 0 0 O 0 -1 0 O
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matrislori ermitlik sortini 6dayirlor. Dogrudanda, «,, matrislorini

@ )7

y7,
transponirs edib, kompleks qogmalarini gotiirsok:

ot =l | =, af =

alarig. Dirak tonliyini almaq {i¢iin o« M matrislorini E-nin ifadosinds
yerino yazagq:

E =c?mayg + ca; p; = ¢(aP)+ apmc? (17)

E va P -ni uygun operatorlarla avoz etsok:

E—>I§:ih§, P p=—ihV (18)

Onda
ih%’” =Hy, H = c(o?f))+ apmc? (19)

vaya
ih%// = (c(o?p)+ aomcz)y (20)

alarig. Bu sorbost zorracik {i¢iin Dirak tonliyidir.

§ 11. Sarbast zarraciyin harakati iiciin Dirak tonliyinin halli

Zamandan asil1 Dirak tonliyi asagidaki formadadir:
.. 0 An ~
lh%:(wp+moczﬂ); B=a (1)

Stasionar halda dalga funksiyasi bels toyin olunur:

v () = (3) exp{— GH @
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Stasionar Dirak tonliyi asagidaki kimidir:

ey () = Hy (x) (3)
4-komponentli y -spinorundan iki komponentli ¢ vo y spinorlarina
kegok:

Z)
val|_(o

Y= = [ j (4)
va | \x
Z

Burada

(p:(m} z:(t//sj ©)
W2 7

. (06, (6 0
al_[&i O}'B_[O —&J
L) 2o io)mei 20 @
X c 0) \x 0 -1){x

ep=CoPy+meC’p, &y =CoPp—mc’y. @

voya

Impulsun toyin olunmus giymetlori {igiin:
(2 ool ®
x) \Xo h

(8) ifadosini (7) do nozoro alsaq onda ¢ vo y liglin olan tonliklori ¢y

Vo o lclin do alariq:

(52 = mocz)(po —cabyy -0,

- 9)
—Coppy + (82

+ mocz);(o =0
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(9)-bircins xotti tonliklor sistemidir. (9) tonliyinin trivial olmayan
halli 0 zaman moévcuddur ki, doyisonlorin omsalindan diizoldilmis
determinant sifira borabor olsun.

(gzzmocz) ~oop J_o (10)
~cap g2 +myc?
(52 - m§c4)—cz(é*6XoA*6)= 0 (11)

g2 —mgc* =c?p?
&% =méct +c?p? (12)
e=xEp, Ey==c f)2+m§c2 (13)

Zamanin evolyusiya faktorunda ¢ =+E, iki isaronin olmas,

Dirak tonliyinin iki tip hollinin olmasi ilo slagedardir. Biz bunlari
miisbat hall (miisbat enerjiys uygun) vo manfi hall (manfi enerjiya
uygun) adlandiririq. (9) tenliyindon fikso olunmus ¢ tgiin alirq:

_ )

2 Do (14)
myC™ +¢

X0

Iki spinorlu ¢, -1 asagidaki kimi isaro edok:

U
%=u:&ﬂ (15)
2
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U - funksiyasi iiclin normallanma sorti belodir:
U*U =U,U; +UU, =1. (16)
Umumi halda U; vo U, funksiyalar1 kompleksdir. (2) vo (8)

ifadoslorindon istifado edorok miisbat vo monfi enerjiys uygun Dirak
tonliyinin sorbost zarracik iigiin hoallorini asagidaki kimi yaza bilorik:

i e
[pz,uzpt}

exp -
u

WA 1) =N (ér») M e N
moc +AE,

BuradaA =41 ¢= /1Ep , N -normallasma sabiti, normallasma

sortindon tapilir:
Jwa KOy (X, 0)d%x = 5,,8(p - P) (18)
Uygun olaraq
2({2\(2=
c op
N2|utu+U* ( )( )2u =1 (19)
(m0c2+/1Ep)
252 (moc2+ﬂ,E )2
NE F— —1=N= P _
2 2 2 2 2.2
(mgc? + 2E, | (mge? + 2, | +¢%p
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(m0c2+}tEp)2

(m§c4 +c? p2)+2m0c2ﬂLEID +E;

_ (m002+/“5p)2 _ moc? +AE,
2(mgc” + AE, ) AE,, 2E,

(17) dalga funksiyas1 implusun moxsusi funksiyasidir, yoni:

W = Py p (X.1) (20)

Implusun hor bir giymotine iki miixtelif holl uygundur:
A=-We=E,) vo A=-1(e=E}). Belaliklo, yekun olaraq sorbost

Dirak dalgalarinin z oxu istigamatindo yayilmasii nozoro alsaq,
onda moxsusi dalga funksiyasini agagidaki formada yaza bilorik:

o

i(pz - AE t)
vosz=N 0 exp[T" (21)
Z
moc2+}LEIO (O]
8
1 i(pz—AE t)
BN (L)
m0c2+AEp 1

Moxsusi funksiyalarin ortonormalliq sorti:
3 ’
Iwgzﬁzwp'zﬂzzd XZ&M'SzS'Zé(pZ - pZ) (23)
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§ 12. Neytrino iiciin Dirak tonliyi

Dirak tonliyini neytrino lgiin holl edorok, spiralliq vo ps

operatorlarinin moxsusi qiymaotlorini hor iki enerji hali ii¢iin tapag.
Bunun ti¢iin Dirak matrislorinin standart tosvirindon istifado edok:

. (10Y . (06 .
<o) “Tlso) M

ih%” = —ihcaV y + agmyc? @)

Dirak tonliyindon

my =0 gobul etsok, onda:

ih%//:—ihwﬁyxz Hy 3)

alarig. (3) tonliyinin holini stasionar halda oldugu kimi asagidaki
formada yaza bilorik,

W= we—iEt/h (4)
Onda
Ey =—-ilcaVy (5)

alarig. (5) tenliyinin hallini miistovi dalga ils ifads edo bilarik.

ipalh

y =e"u(p) (6)

(6) ifadasini (5)-do nazars alsaq, onda alariq:
Eu(p) = capu(p) U

Burada
E=+E, =Hplc
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alinir. Dirak matrislorinin standart tosvirindon istifads etsok onda

-0 2 3
75 =iy %y

_OI
75—|0

g(oqéo G\
}/52: A:A =
I 0Jlo 6/ | ©

alirig. Onda (3) tonliyindoki Hamiltonian1 H =C§ﬁ=0y5§ﬁ

Matrisi ligiin alariq:

vo homg¢inin

o
|

soklindo yaza bilorik. Buradan aliir ki, Hamilton H operatorunun

|'Ol

moxsusi funksiyast1 eyni zamanda X spiralliq  vo  yg

b

operatorlarinin moxsusi funksiyasidir. my =0 qabul etsok Dirak
tonliyindo U spinoru {i¢iin 4 xotti asilt olmayan holl alariq. Z oxunu
p impulsu istiqgamatinda gotiirsak, onda U spinoru ligiin agagidaki
hallar mumkdndur.

Spiralliq:
+1 -1 +1 -1
1 1)(0
0 1 0|1
1 -1(|0
0 -1 0)\1
Miisbat enerji Manfi enerji

Vs operatorunun maxsusi qiymatlori asagidaki kimidir:
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E -Spiralliq j5 -in moxsusi qiymatlori

+EIO ...... +1...... +1
+Ep ...... -1...-1
—EIO ...... +1....-1
—EIO ...... —1...+1

Gorindiiyd kimi  J, vo spiralliq operatorlari enerjinin miisbot

giymotlorindo eyni moxsusi qiymoto malikdirlor. Enerjinin monfi
giymatinda is9 isaroco forqlonon miixtslif qiymatlors malikdirler.

§ 13. iki komponentli Dirak tonliyi

Burada osas mogsad sorbost zorracik ligiin yazilmis timumi
Dirak tonliyini iki komponentli sokildo yazmaqdir. Sarbast zarrocik
ticiin stasionar Dirak tonliyi asagidak: sokildadir:

[E-c(&ﬁ)—aomcz]z//:o 1)

(1) tonliyinda

(o) . (0 &) (10
W_[cozj' a_[é OJ’ %_(0 —J @

ovozlomolori gobul etsok, onda Dirak tonliyini belo yazmaq

mimkuindir:
0 & 1 0
& 0\ 0 -1)¢

E[%j—cf{? gDZJ—mcz[ & j=0 (4)
7 c o —P2
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Ep —CPpop, —mc’p; | .
Ep, - cf)égol + mczgo2 '

(5)
Buradan
(E —mc?)p, — PG, =0 ©
(E+mc?)p, —cpop, =0
vaya
(E- m02)¢’1 = Cf"%’z @
(E+mc?)p, = cpop;
Ikinci tonlikdon
_ cpo
vz E +mc?

aliriq. Ogar qgeyri relyativistik hala baxirigsa, onda E ~ mc?

cpo cpo po
#2= - = ®)
2 E +mc? mc? + mc? a 2mc¢)l
Normallanma sorti

[wiwydV =1 [(pior +@20,)dV =1

©)
O6donmolidir. Belalikla:
. GP . 0GP
g~ [V =1
I[(PlcoﬁZchol mc(/ﬁ}
* 1 X/ B\/ — =
| [Wl t a2 (op)(o p)col}dv =1

Burada

(GP)(GP) = PP +ic| Bp | = P° (10)
oldugundan,
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=2 =2
j((pl(pl* + 4r:2C2 o0 jdv - j{1+ 4n:’2C2 J@lq)fdv -1 (11)
2 _ 1
|€01| T

1+ P
4m?c?

aliriq. Buradan

2
By
2! p2 %2 8m“c )\ ¢

1+
4m?c?

1

¢x+l

1 1
sirasina ayirdigda ~1——X sarti nozara alinmisdir. Belalikla
yirdlq !_X+ 1 5 S S

Burada ifadosini X=0 noqtesi otrafinda Teylor

4-komponentli dalga funksiyas1 ilo 2-komponentli funksiyalar

=2
(1— ;)TJ normallagdirict vurugla forqlonirlor.
m-c

§ 14. Laqranj sixhigmn va enerji - implus tenzorunun Sredinger
tanliyindon alinmasi

Lagranj funksiyasini asagidaki formada yaza bilorik
B2 = w\ e
L= (V) (Vw)-

oy 61//* *

———vy)-y V 1

el O A4 €y
Eyler-Laqranj tonliyindon istifado edorok gostora bilorik ki,

Laqranj funksiyasinin (1) ifadosi Sredinger tonliyino gotirib ¢ixarir.

h *
o (v

Burada w vo ' funksiyalar1 bir-birindon asili olmayaraq
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variasiyalanir. Eyler vo Laqgranj tonliyindo foza vo zaman
dayisenlarini ayirsaq onda alariq:

oL 0 oL 0o oL _

— -—-——=0. 2)
I/ (ax') a[ﬁng ot oy,
ox'
Burada i - comloma indeksi bels doyisir (i=1, 2 ,3).
0 oL oL ¢ oL 3)

ot o Vs 0 Vs 0 (6 l//o. )
OWValca variyasiyani 1//* funksiyasina goro edok, onda alariq:
2
vy vy o, @)
2mg [
Analoji olaraq variasiyan1 y funksiyasina géra hoyata kegirak,

onda alariq:
2
—Vl//*+h—§2y/*+zl/)*zo (5)
2my i
(4) vo (5) ifadolorini w Vo y~ dalga funksiyalar iigiin Sredinger

tonliyi formasinda asagidaki formada yaza bilorik:
2

ihlpz—h—ﬁzwvwsﬁw (6)
2m,
. L x hz ~2 * * N4 *
—ihy =——Vy +Vy =H v @)
2mg
Burada
. -
H=-——V°+V(x)
2mg

sistemin Hamilton operatorudur. y - ya qosma impulslar asagidaki
kimi tayin olunur:
oL ih =
T=— =Ty ®)
oy 2
52



Va
«_ oL in

oy 2
Uygun olaraq Hamilton sixlig1 agagidaki kimi tayin olunur:
. in - 2i
H=>ry,— E———VﬂVl//——Vm// (10)
o My h

Homginin (1) Laqranj sixligindan istifado edorok gorginlik
tenzorunu asagidaki formada yaza bilarik:

leaw‘ oL +81// . 6*5 s
ox“ oy lox") ox* oy 1ox")
(11) ifadasindan TOO- komponentini asagidaki formada yaza bilarik,
yoni

(11)

POy 0L 0L R e ek
O VoY oy ada A
hz — * h * o . * ’\/
+——Vy Vy+_—(yy-yy)+ty Vy =
2m, 2i
h2
:2—V1//Vz//+1//Vz// H (12)
Moy

TOO - verilmis sistemin enerji sixligiin ifadosidir. Sredinger
sahosinin tam enerjisi agagidaki kimi hesablanir:
2
H :J-TOOdBX:_l.(h—ﬁl//*§!//+l//*\/l//)d3X =
2m,
W oo 3 x5 03
=y (- —V +V)yd =]y Hyd"x (13)
2my
S-Sothindon kegon enerji selinin hesablanmasi elektro-

dinamikada Poyinting vektoruna S'=| E B analoji olarag kanonik
formada asagidak: kimidir :
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S =8Tg +86T¢ +&T¢ . (14)
Burada € vahid Kartezian vektorlaridir. Sredinger sahasi U¢in
Poyintinq vektorunu asagidaki formada yaza bilorik:

. oL o+ OL
S=y——+y ——=
o(Vy) oVy )
B ee =
Z—Z—(W Vi +yVy ) (15)
Mo
Impuls sixlig: iigiin iso

o _ _ — oL .~ «. OL
p:elT&+62T02+e3T03:(Vl//)w+(vl//)a =

LK

74
=—%(I//*W/—WW*) (16)

§ 15. Dirak tanliyinin kovariant formada yazilmasi

Dirak tonliyini asagidaki formada yaza bilorik:

ih%//:(c(o? f))+m0c2a0)y/ (1)

(1) tonliyinin har iki tersfini «g- matrisina vurub vo ag =1
oldugunu nazoars alsaq onda alariq:
ih Oy A
oy — ——aax Py —myCy =0 2
0. g %o Py —MyCy 2

Yeni y - matrislorini daxil edok:

7" =(0.7) (3)
Burada:
70=70=050 Vo ¥ =opad (4)
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gobul olunmusdur. impuls operatorunun 4 - 6l¢lli soklindon istifado

edok:
A in oy
, 1V 5
p (22 i) .

Onda Dirak tonliyini askar Lorens kovarianti soklindo
asagidaki kimi yaza bilorik:

ih Oy -
U o % PV =(roPo—7PW =" B¥

Y, vo ¥ matrislorinin askar soklini miloyyonlogdirok:

1 0) . . 0 o )
=0n = , =0on0. = .
ND=%=q 4 7=% 5 0

Bu matrislorin bazi xassalarini aragdiraq. Aydindir Ki:

yiy Tyt =291 (®)
()" =70

Onda: (y/i)+ =—y' alinq.

§ 16. Dirak tonliyinin geyri-relyativistik limiti

Dirak tonliyinin geyri - relyativistik limitini tapmaq ti¢iin forz
edok ki, elektron siikiinatdadir, onda:

L OW (Al A 9
|hE—(c(a p)+ pmyc )z// Q)
(1) tonliyindo Py =0 gobul etmoliyik, yoni:
dy
|h— myc? 2
P B’y )

alarig. Burada ,3 - matrisi agsagidaki sokildadir:
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- (10 ;
ﬁ—[O_J ©

(3)-matrisini (2)-do yazsaq w -funskiyasi iigiin asagidaki dord halli

alarqQ:
0
2
oy _ i MoC” || @ | el —if Mo
o) o [l o2}
0
0
0 m,C? 0 [ myc?
@ =1~ lexp| +i t,  wW=| lexp|+i| 2 t] (4
v 1 p[ o v 0 &P 5 (4)

0 1
(4) ifadslorindon 1//(1) Vo 1//(2) enerjinin miisbat, 1/1(3) \6) l//(4) 189

o o o

enerjinin monfi qiymatlorino uygun golon halloridir. Géstormok olar
Ki, qeyri-relyativistik limitdo Dirak tonliyi 2 komponentli Pauli
tonliyino ¢evrilir. Elektromaqnit sahosinin 4 - Ol¢ulu  vektor
potensialini daxil edoak:

A {0 (%, A} )
pr > p - A =11 ©)

Burada IT#- Kkinetik impuls operatoru, p*-iss kanonik
impulsdur. (6) ifadesini (1) tonliyinds nozars alsaq onda alariq:

('ha—g‘\oj (é(ﬁ—% J+ﬂmoc jW (7

ih%’”(cé(ﬁ—% j+eA0+/3m0c }/j (8)

Vo ya



(8) ifadasindon elektromaqnit sahasi ilo qarsiligli tosir hamiltonianini
asagidaki kimi yaza bilorik:

H=-Scahten =" OA+eA, 9)
c c
burada
é—d—)i‘—co% (10)
dt

relyativistik siirot operatotudur. (9) ifadesi elektromaqgnit sahasindo
horokat edon noqtovi yilikli zorraciyin klassik qarsiliqli tesirine
uygundur.

§17. Elektromaqnit sahasinds harakat edan elektron iiciin Dirak
tonliyi

Elektromaqgnit  sahasinds  yerloson Dirak  zorraciyinin
Hamiltonianini agagidak: sokilds yaza bilorik:

ﬁzcé(ﬁ—%,&)+/3’mocz+ego (1)

burada A,(x)=@(x) gotirilmiisdiir. Ixtiyari F operatoru gtin
harokat tonliyi belodir:

%:%%[H,ﬁ] @)

Onda koordinat operatoru iiciin alariq:

%:%[H, x} 3)
burada ok/ot=0.
[ﬁ,ﬁ]:c[éﬁ,ﬂ—e[é A,ﬁ}
+myc? [ﬁﬁ +e[p, %] (4)



¢ - Kulon potensialidir.
[0, X]1=0, [5,%]=0, [4,%]=0.

[A~ I§, é} = [A, é] B+ A[é, é} eyniliyindon istifado etsok onda

alariq:

U—Dirak zorrociyinin siirot operatorudur. Kinetik impuls iiciin
harokat tonliyini alaq: Kinetik impuls operatoru

[0.5]-101[7. w]: oo
[qo p]w Ieh Vco coV W= Ieh(VW (DV'//)
=|eh{l//V(0+gon// ngw} Ieh(V(p)

C[d'ﬁ’ IﬂZCZ{[aJ—, f’j} bigj +¢ [f’h ﬁj}ej}zo
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—e[a-Ap|=-exa by |A +ar[ A By Je}=eZai[ A0y e

—E[PI,A]:—E{c[d-f‘),,&]—er-ﬂ, A+

burada [ﬁ,ﬂ]z[(p, A]i =0 vo [a-A, A}:O.
_e[é. ﬁ,A]:—esz{[di,Aj] piej +4& [ﬁi,Aj}eJ—}}:

=—eXdi| Bi. A Je;
L]
Beloalikls, yekun olaraq asagidaki ifadoni alariq:

A

ez f[an  [p AT 25

10A = N N
*{‘gg‘ﬂ ;%“I{ LR
E
:eE+izcdi(§in—?iA,)ej=

=e(|§+%c[d-rotﬂﬂ

an_ (E + 1[0 BD
dt C
Bu Lorens qiivvesidir. Burada asagidaki kommutasiyalardan
istifado olunmusdur:

[ 01 Ay Jw =10 (Vi ~ AV, )y =-in(V; (A )~ AV )=

—in(yVi A+ AV - AV ) =—(Vi A )y
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MOSOLOLOR
Mosalo 1. M - Impuls momenti operatorunun I:lD - Dirak

Hamilton operatoru ilo kommutasiyasini hesablayn.

Hbolli:

A

[m,HD}:m.ﬁD_HD.M
Burada M Vo Hp asagidaki kimi toyin olunur:
M = ik Xk P
Hp =cap +aome? =ca;p; +apmc?
[I\?I,IQD}:[M“ ﬁj]:[gik,xk P Ca;p; +a0mc2]:

= ik [Xk P, cajpj ]+5ikl le Pr O‘OmCzJ:

=€ik|Caj p| [Xk b]j|+0 = ihc€ik|aj p|5|(j = ihCemaJ— p|

burada Eikl |:Xk P, aomC2:| =0-dir.
Belaliklo,
|:M , |:| D:| = ithi“aj P

Mosolo 2. A1 operatorunun movcudlugu daxilindo asagidaki
eyniliyi isbat edin.

Alf(B)A= f(AIBA).

Holli:

A*A=AA" =1
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f (B) - funksiyastni Teylor sirasina ayiraq:

f(B)= 3 llf(”)(O)é”

n=0"
w ~ A ~
Alt@B)A=Aly L1 f(n)(O) _ 3y LiMA1gnA=
n=0N n=o N
- z f(”) (0) ATBAATIBAATL BA=1(B)=
1 . n
- —f(”)(O)( _1BA) - f(A‘lBA)
n=0 N!
ALt (B)A=f(A18A)
Burada biz
AlanA- AlgAAtBAA L. . BA=(AteAf
—_—

eyniliyndon istifado etdik.

. h. . e
Moasals 3. S :EG- Spin operatorunun ixtiyari istigamat iizro

proyeksiyasinin kvadratini hesablayin.

Holli:

- h_. . - - ng
S=-0,0=lox+ joy+koy.

N

Burada oy, oy, 0, -uygun olaraq Pauli matrisloridir.

0')% :ai :(722 =1. oyoy =—0y0y,

Oy0, =—0,0y, 0,05 =—0y0,

y 3
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sortlorindon istifado edok. Vektorun ixtiyari a@ vektoru iizro
proyeksiyasini tapmaq tl¢iin homin vektoru &a vektoruna skalyar
vurub, onu d vektorunun moduluna bolmok lazimdir.

(3)> n®
2 = —4a2 (oyay +oyay +0,8,)(o4ay +oyay +0,8,) =

2
= f—z[a)%a)% + 632/a>2, + (7223.22 +(oxoy +oyoy)axay +
a
n? i
+(0y0Z +020'y)ayaZ +(o,0,+0,0,)aa, = —2-a2 =—
da 4
Beloliklo,
(s8)° _n*
a2 4

Moasala 4. impuls momenti operatorunun kvadrati M2 ilo H D
- Dirak Hamilton operatorunun kommutasiyasini hesablayin.

Mi = &ik1 %k Py
|:'j =cajpj +amc?
[Mi’ |qj}:[giklxkf’h Cajp;j +aomc2}:
=& [xk P, Caj ﬁj]+gik, [xk P, aomc2]=

= &ikCa ;P [ka)j:|+0:
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=inceik & j p1okj =incsijlaj i

burada Eikl |:Xk Py, aomC2:| =0-dir.

WZ’F'D}['W ”j]'\hi“\hi[mi’ F'j]=""lc<9ijl0‘jIf’l M+

+ M -incejjlaj P =inc(sjj aj pIM; +8ij||\7|iaj p1)=0

. « ' A+iB
Moasala 5. Avo B operatorlar1 ermit operatorlardirsa, ——

A-iB
operatorunun unitar operator oldugunu gdstorin. Bu operatoru eF
soklinda gostorin.

Holli:
Unitarhq sorti asagidaki kimi toyin olunur: UU™* =1, burada
| - vahid matrisdir.
U AHB e A
A—iB A+iB

UU+_A+i|§_A—iE§_

A—iB A+iB

~ A

A vo B operatorlar1 komutasiya etmoalidir.

. F
F F i

2 i i— e 2
ef—e2.e2=
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A A

F ..
COSE-HSII"If A+Ié eilf
F oo A-iB
COS——1ISIn—
2
U =€\+!EE, A:cosE; élenE.
A—-iB 2 2

Maosala 6. Eyniliyi isbat edin:
(6a)68)=(A-8)+il5[A-8)
A vo B - ixtiyari iki vektorudur.

Hoalli:
Bu eyniliyi isbat etmok Gglin iki vektorun skalyar hasilinin tg¢
6lcull fazadaki koordinatlarda ifadasindon istifads edoacoyik:

(@&)(5@) = Gy P + Gy A, +6,A,)(64By + 6B, +6,B,) =
= 65 ABy + Gy AyBy +6,6,A,By + 6,6, ABy +
+65A,By +6,6,A,By +6,6,AB, +6,6,A/B, +

67A,B, = AB, +AB, +A,B, —i6,AB, +i6,A,B, +
+io,ABy —io A,B, —iocyAB, +ioyA/B, =
= (AB)+io, (A,B, — AB,) +ic,(AB, —AB,)+
+ioy (A/B, — A,B,) = (AB) +ic, [AB], +ic,[AB], +
+io,[AB], = (A-B)+i(5A-B)
Belolikla isbat etdik ki, (&Aj(&é) —(A-B)+i(5[A-B)

Masala 7. Pauli matrisi ii¢iin asagidaki barabarliyi isbat edin:
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cos(6; -p)=cosg.

Hoalli:

Bunu isbat etmok U(cglin COSX-funksiyasin1i Teylor sirasina
ayiraq:

_ Z (_1)n 2n
COS X nZO 2n)!
Onda,
o2 on on (D" on
cos(azgo)—n TS (6,0)" =63 kzo ) (P =
2 =" on
_kéo n)! (@) cos @

Burada 6-22n =1 oldugunu nazors almisiq.

Onda, cos(65 - )= cos @

Masala 8. Pauli matrisi ti¢iin asagidaki barabarliyi ishat edin:
sin(6,9) =6, sing

Hoalli:
Bunu isbat etmok Ucun sinx-funksiyasini Teylor sirasina
ayiraq:

2 () y2k+1

S'nxzk§0(2k+1)!
Onda,
A o (D% a2 (DY
sin =y =7 . =3y ——
(O-X¢) k§0 2k +1)! (649) k§0 2k +1)! Oy X

Lokl . 2 (DK Kl A
= . e ——— = -SINe.
x &y (9) Gy kgo 2k +1)! (@) Gy Q

burada 6)%k =1 oldugunu nozars almisiq. Onda,
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sin(6y@) =6y sing

Masalo 9. ©gor A vo B operatorlar1 arasinda kommutasiya

munasibati varsa, ond eAeB = e[A’ B]eBeA

Hoalli:

oldugunu isbat edin.

efeB =M = efeBe e
AgaA_a. 1A A1. L1TA A &
e"Be A =B +[A, B]+2![A, [A, B]]+ .......
Birinci iki hadlo kifaystlonsak, yani:

eBe A =B+[A B]
eAaB _ gBHABI A _ J[AB] B A
[B, [A BII=[A[A B]]=0
(eAeB)n — (eAeB)n—leAeB _ (eAeB)n—le[A, B]eBeA _
_ e[ABl(eAgBYN-14B,A
eAekB _ k[A BJgkB A
k- adaddir. Onda,

n
1
k[A B] “n(n-1)[A,B
(eAeB)n:ek=l nB nA:e2 (n-1)[A B]

eNBg _enBenA

Masala 10. Ogar A vo B operatorlart arasinda kommutasiya
munasiboti  varsa, onda asagidaki  eyniliyi isbat  edin.

1
A8l B A

eA+B eBe

=e
Hoalli:

e”*B_ni limit formasinda hesablayag.

eAB _ im @+1(A+B)" = lim (A/"eB/Mn.
N N n—o0

B,A

ln(n—l)iz[A, B]
2 n .e"e

(eA/neB/n)n —e
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1 1 1
—n(n-1)-—[A B] ~[A, B]
. 2 ,
e = lim e n .eBeA g2 eBeA

Masalo 11. j 2_ tam moment operatorunun kvadrati ilo onun
jx, jy vo J, komponentlori arasinda kommutasiya miinasibatlorini
hesablayin.

a) [J2,3,1=2

A

Halli:
[92,3,1=[32+32 +32,3,1=132, 3,1+132, 3,1+
+[37, 3,1=323, - 3,3 +13, -3, 3,1+, - 3,, 3, 1=
=0+Jy[dy, Ix1+[3y, Ixly + 3,037, Ix1+ 037, k13, =
=Jy(ind;) + (Hind ;) dy + 3 (indy) +ind 3, =
=—indyJ, —ind; 3y +ind, 3y +indyJ; =0
[32,3,1=0
b) [32,3,1=2
Halli:
[3%,3,1=[32+32+32,3,1=[32, 3,1+132, 3,1+[32, 3,1=
= Jxl3x, 3y 1+03x, Iy Mg +383y -3, 33+ 3,03, 3y1+
+[3,, 3y13, =indy 3 +ind 3y —ind 3y +ind 3, =0
[32,3,1=0

¢) [32,3,1=?
Holli:
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[3%,3,1=05 +3§ +37,3,1=13%, 3,1+13§, 3,1+137, 3,1=

[32,3,1=0

Mosalo 12. F(B) funksiyasi {i¢iin asagidaki operator eyniliyi
isbat edin: eAF (B)e A = F(e”BeA).
Hoalli:
Owvalca F(B) operator funksiyasini Teylor sirasina ayiraq:
F(B)= 3 SF™ )8
n=0 N!

A

e”B"e ™ —e”Be "e”Be e B"e ... e B"e A =
= (e"Be™")"

Burada ee ™ =1 oldugu nazors alinmigdir.
PEB)e A= S %F(”) (O)e BeA)" = F(ePBe )
n=0 -

Mosalo 13. Ogor F operatoru ermit operatorsa, U =e'F
operatorunun unitar operator oldugunu gostatin.

Hoalli:

U=elf Eop+ Ut —eF
u.ut=eF.eF_1, UUT=1

voya
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U+ :e_IF =1—||f+ .........
U-UT =@HiF o )A—iF 4o ) =14i(F — F) =1
U-ut=1=ut.u

Mosalo 14. Isbat edin ki, (6,6 )2 = %(1+ &,); burada

6, =(6,+io, )12, 6_=(6,-ic,)I 2.
Holli:

2
(6,6 ) =(%(&x +i0'yX&X —iay)j =%(&f +5—§ +

A

Cn A n > 1 .. CoA 2
+|Gyax—laxay) =E(1+1+|(—az)—l(az)) =

1, . . 1 ) 1 .
=E(2+GZ+JZ)2=E(2+20'Z)2=B-4(1+02)2=
1, . 1( .. .2\ 1 oy 1,
Z(1+az)2:Z@+ZGZ+02):Z(2+202):E(1+GZ)
Belalikls aliriq ki,

(6'+6'—)2:%(1+5z)-

. (A A 1 .
Mosalo 15. Isbat edin ki, (6,6 )3 = §(1+ G7).

Burada o, =w1 & zw

Holli:

3 (1 3
(6.6.) :(Z(Axﬂ&yx&x—ié—y)j -
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62+ 62 +i6,6y — 1646, | :6—14(1+1+i(—&z)—
. 1 A A 1 -
—I(GZ))3 :a(2+az +0'Z)3 =a(2+202)3 =
—Z(1+6,)’ =%(1+&Z)2(1+&Z)=%(1+2&Z +6'22)x
x(l+6‘z):%(2+20A'Z)(1+6Z):%(1+6Z)(1+6‘Z):
1 A A A 1 A A
=Z(l+az +0, +022)=Z(1+202 +022)=

1 . 1 -
:Z(2+202):§(1+O-Z);
Burada &2 =1 oldugu nozars almmusdir.
Beloliklo aliriq ki,
(6+&—)3:%(1+5z)

Masala 16. (5"[3) operatorunun HD - Dirak Hamilton operatoru
ilo kommutasiyasini hesablayin: [36 H D} =7

+[&iﬁi, a’omcz}ch)if)j[&i,aj]+0
« o~ [(oi 0Y O o 0 oj)oj O B
CPiPj 0 oj)\oj O _O'j 0 L0 o -
0 ojoj 0  ojoj
] 0i0j 0 _Gjai 0 B
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A

R 0 O'i(Tj—O'jO'i
plpj O'iO'j —O'jO'i 0

b 0 2igijk6k _ i 0 Oy
= E;
Pi p 2|€Ijk6k 0 ijk p| p] o\ 0

= 2ics;j P Pjoy -
cpib; | 61 j |=chip; | 6. S | = chibjpr2icijoi =
=2icg PiPjou, prow =
Demali,
[éf’, HD] = 2ice; P Pjo

Mosalo 17. §°- spin vektorunun kvadrati operatorunun H D -
Dirak Hamilton operatoru ilo kommutasiyasini hesablayin.

R ~ R 2_- 2 /= 0 5 0 2(-.2
§:ﬁ2, §2=h—22=h—o- - o _ :h_O' O =
2 4 4.0 )0 &) 4|9 &2

_h"— O'f+0'5+0'22 0 h2 30 3h2 10
4 0 ol+ol+0! 0 3 0 1



Burada &, =(&X +io-y)/2, o =(&X —iay)/2.
Holli:

N S
(0+0'_):Z(0'X+IayXax—loy):
—1(2+&?n&5-4&&:}—
_4 X y y~X X2y | ™

1 A A 1 A oA 1 A

2
6.6.) :G(u&z)j -Lvs, +62)-
1 . 1 .
2
A 1 R 1 . -
(0.6 F = 50r0.)] ~ 06, Prs,)-
=%(1+26—Z+6-22X1+6-Z)=%(2+26-Z)(1+6-Z)=

=%(1+6-Z)(1+&Z)=%(1+ 265, +&22)=

1 1,
=Z@+2GJ=§Q+JJ.

Va belalikls biz aliriq ki:
Ao 1 A
(640-)= E(:H 67)

. 1. .
(O'+O'—)2 = E(lJFO'Z)



(6,6.)"=6,6_ - qobul edok.
(6-+6_—)n+1 = (6_+6_—)n(6-+6_—) = (6_+6_—)(6-+6_—) =

A A

~(0.6.2 =5 +6)=6,6

01
Masala 19. &y =(1 Oj operatorunun maxsusi funksiyasini vo

MoXsusi giymatini tapin.

Halli:
0 1
5y = , det
oy o
10 1 0) (4 0
| = A=A =
o 2= 6 3)
. 1 0) (4 0) (-4 1
O-X_//“: - =
o o AT
~1 1
det( j:O
1 -2
P 1=0=A==1, =41 Ay =-1

. w1
<&w=ﬂw,w=( J
w2

o 2loa-2la) o Shoa)402)
el ey

o RN

Dalga funksiyasinin normallanma sartini yazag:

¢ —Al|=0
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YLy Yo, =1
fyiv dx=1

fwr (1 1)1//1@jdV=1
v (1 1)®dv 1
[ (@+1)=1
2yaf* 1=y =%, 2 =%®
(0 1 V/lj:_(m)
1 OAyw2 w2

va2)_ (w1
= | v2=—v1 yi=—y2

w1 w2
a2 )l )
y_ = = =y
v2) \—v1 -1
wal” +lwo|* =1
pa [ @+1)=1

dyn? =1y =, v =i[ : j
VJ2 J2\-1
Masala 20. Pauli matrisi tigiin asagidaki baraborliyi isbat edin:
eV’ - cosp+i6ysing.
Holli:

Bu eyniliyi isbat etmok {igiin riyaziyyatdan bizo mslum olan
Muavr diisturundan istifade edacayik, yoni:
e"? =cosp+ising
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(6 @)

n=0 (2 )'

2 (D " . ot E aon, o (@)%
+i = 0(2 ) (Gy'q)) _ngoo-y ( ) (2 )I
2 (<) " 2n+1 p?"
+|n§0 2n+ D) 63"6y () —nZO( ) (2 )I
+i§0% &y (@)™ = cosp+is, sing.

Belalikla isbat etdik ki,

eV’ =cosp+is,sing
Masals 21. Pauli matrisi ti¢lin asagidaki baraborliyi ishat edin.

Holli:
Bu eyniliyi isbat etmok ii¢lin riyaziyyatdan bizo molum olan
Muavr (Eyler) diisturundan istifade edacoyik, yani

e"? =cosp+ising

Bu dsturu €' vuruguna totbiq etsak, onda alariq:

e'92?. 5,679 =927 .6, (086, - p—isinG, @) =
e'02'¢-&y(003&z -p—ié;sing)=e'°2?(cosé; - o+
+i675ing)- 6y =€'72 ¥ (0367 g +isinG; -¢)- Gy =

:ei‘}zﬂ’ .ei(}z‘q’ .5-y :e2i62'¢5-y

Belolikla isbat olundu ki,
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Moasals 22. ji -tam moment operatoru ilo Hp - Dirak Hamilton

operatorunun kommutasiyasini hesablaym: [J iy H pl="7.
Hoalli:
Burada ji Vo I:ID operatorlar1 asagidak: kimi verilir:

A

Ji=M; +S;, Hp =ca;p; +eomc?;
|:ji’P|D:|:[Mi +S;, ':'D]:[Mi1 ':'j]““[éi’ ':'j]:

. 2|1 cni s 2|

R R ho,
=Cajgin P [Xk pj]+§ij[Zi’“j]:
. . h . . A
= |thik|aj p|5kj +Eij 2|8ij|a| = IhCEi“aj P+
+ihC8ij|aj ﬁ| = ihCai“aJ— P +ihC8i|jaj f)| =

Belalikls,

Mosals 23. J2 - tam moment operatorunun kvadrati ilo I-AlD -
Dirak Hamilton operatorunun kommutasiyasini hesablayn.

[jz,ﬁD:IZO

Hoalli:

(ST

i’P'D}ZO

oldugunu alirq.

, ‘ji ZMi+§i

[P
Il
<
+
wn)>

1 A 2
Hp =cajpj+aomc
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[j,ﬂD}Z[MiJFSAi' I'A|D]:['\7|i’ |:lJ']WL[SAi’ I:lj]:

A h A
= [€iki Xk P1. Caj P j Womcz]{izi’ CajPj +“0m02}=
R h .
=Caj&jkl PI [Xk pj]+Eij[Zi’0‘j]:
= |thik|05j p|5kj +Eij2|8ij|(X| =|hC8ij|(Zj p +

+ ihC&‘i“Oq pJ =0
Belaliklo,

]

Masala 24. S -spin operatorunun I-AID - Dirak Hamilton

operatoru ilo kommutasiyasini hesablayin. [§ H pl="?
Hoalli:
Spin operatoru vo Dirak Hamilton operatoru asagidaki kimi

verilir:
A - 5 0
§:EZ:E c |
2 2{0 o

0 -1
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A

) 0 ok )
= Ihcgijk(&k 0 Jpj =InCsjjkak Pj -

Masals 25. & va b operatorlarimin bir-biri ilo va L operatoru
ilo kommutasiya etdiyin bilorok, asagidaki eyniliyi isbat edin. Burada

L - horokat miqdart momentidir.
[(é. Ej, (6- E)] =in[a-b]-L
Hoalli:
Asagidaki kommutasiya sortini daxil edok:
[4,b]=[4, L]=[b, L]=0.
Eynsteynin comlomos qaydasindan istifads etsok, alariq:
[(é- ﬁ), (B-E)]z(é- D)b-0)—(b-0)@E-L) =
= (@& L) - Lj)— (b - Lj)(& - L) = &b [0, L]=
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A

ZéiBjihgijk I:k Zih[é'ﬁ]k I:k =Ih[56] L
Mosalo. 26 A vo éoperatorlarl Ucln Baker-Hausdorf
eyniliyini isbat edin.
Aa-A _a. 1A A1 L1A 1A &
e Be _B+[A,B]+5[A,[A,B]]+---------
Halli:

Burada A vo B ixtiyari operatorlardir. Umumiyystlo
operatorlardan asili funksiya belo basa disiilir: Ogor ixtiyari

funksiya F(Z) =¥ C,Z" soklinds yazila bilorso, onda
F=F(f)=xCpf"
Parametrdon asili operatora baxagq:

f(1)=etPBe= A
Aydindir ki,

A

f(a=1)=eBe A
f(/i) -funksiyasim A = 0 otrafinda siraya ayiraq:

2
f(/l):f(O)+1'(g;) +%{Q] —
1 a=0 <\ dA% )
o (d"f
n=0 Ik 120
o _

T Ae*ABe A e ABAeA — A (AB — BA)e A =

— ™LA, Ble A
[iJ =[A, B]
d2);-0
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2 A . N -
(%] = Ae™[A, Ble ™™ —e™[A, B]JAe ™™ =
di® ),

—e™[A [A B]le

d?f AP
- =[A [A B
{dﬁszo [A [A Bl

Belaliklo,

A

F(1=1)=e”Be A= +[AB]+ [A[AB]]+

Masala. 27 Spin operatorlarinin moxsusi qiymatini vo moxsusi
funksiyasini tapin.

Hbolli:

~ h.
Qyw =4y, Q=(5x. Sy, 2), =50, t//=(l'”1]

] e
Wiealtt

2 -
h ) - )
EWl A2 Ay, 0
h
Zwo =21
2‘//2 V1
h 1
Zwi=2
2W1 V2

Bu barabarliyin 11 ifadssindon y,-ni tapib, | ds yerins yazaq:
R h h h

W Wy =y = A
V2 2/1‘//1 2l//2 5 2/1'//1 Y1
2 2
R SN S Y
hz 4 2
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1) /I:+E
2

Onda y1 =y>2

7
2) A=—=
) 2

V="V

2 l/jl . *  *
|‘//X| =1, yy =( J vy =(y1vs)
Vo

xR R x 2 h 1
wl* = vt +waws =1, f* =1, A=+ vy :(%jzﬁ

V1
()30
2, X —¥, \/E -1

Masala 28. Forz edok ki, A hor hans1 Nx N matrisdir. isbat edin
Ki,
det(exp(A)) =exp(Tr((A)
Burada Tr —trace, yoni matrisin diaqonal elementlorinin
comidir.

Holli:

Ixtiyari Nx N 8lgiilii matrisi molum ¢evirmolorin kdmoyi ilo
diagonal matris formasina gotirmok olar. Yoni burada nxn olgili

tors R matrisi vo onun igiin RIAR=T sorti 0donilir. Burada T
ticbucaq va ya diaqonal matrisdir. T matrisinin diagonal elementlori

A matrisinin moxsusi qiymatloridir: A(4j) . RIAR=T sortindon
A=RTR ™1 aliriq.

exp(A) =exp(RTR™) = Zw = RZ%R-1 =Rexp(T)R™
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T - iicbucaq, yoni diaqonal matris oldugundan, diaqonal
elementlorinin K tortibi lli( olar, burada k miisbat adaddir. Onda

exp(T) -nin diagonal elementlarini bels yaza bilarik: eXp(4;) .
Onda alariq:

det(exp(T)) = (4 + Az +-----+ An) = &(Tr(T))

Nozars alsaq ki,
Tr(T)=R 'AR=Tr(ARR 1) =Tr(A)
\E

det(exp(T)) = det(Re xp(T)R™) = det(exp(RTR ™)) = det(exp(A))

Belaliklo, aliriq ki: det(exp (A)) =exp(Tr((A))
Alternativ hall iisulu:

) o n™ ean
n

Burada, a,-A matrisinin moxsusi qiymetidir. Ogor

Ala,)=ap|ay ), onda eA‘an>:ean‘an>
dete” =[Taj, =[Te?n =™,
n n

Masald 29. Forz edok ki, A 4x4 tortibli simmetrik matrisdir.
Bu matrisin moxsusi qiymatlorinin 0,1,2,3 oldugu vo onun moxsusi
(normallanmis) vektorlarinin

1 1 0 0
110 12]0| 1|1 11
Llol B2l o211 2|1
1 -1 0 0
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oldugunu bilorok, A matrisinin agkar ifadosini tapin.
Holli:
A simmetrik matris oldugundan elo U ortogonal matrisi var ki,

D=UAUT

sorti 0donilir. Burada D-diaqonal matrisdir, yoni

o O O o
o O +— O
O N O O
w O O o

UT -matrisi iso A-matrisinin moxsusi vektorlarindan togkil
olunur vo asagidaki formadadir:

11 0 O
UT :i 0O 0 1 1 .
2|10 0 1 -1
1 -1 0 0
Buradan
1 0 0 1
y_ Ll 00 -1
J21001 1 0
01 -1 0O

ul =u oldugundan
A=U"puT)1=uTbuU.

Beloliklo A-matrisi Gglin
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alariq.

Masala 30. Asagidaki iki ket vektorlar verilmisdir:

5i 3
w)=| 2| lo)=| 8i
—I —9i
Tapmali:
a) |y) vo (]

b) |l,y > -normallagmisdirmi? ©gor yox, onu normallagdirin.
c) |g1/> Vo |(0> -ortoqonaldirmi?
Holli:
5\ (-5
W) = 2] =] 2 [ {wl=(5i 20 ) =]
—1 |
5i
<1//|w> =(=5i 21)| 2 |=(-5i)(5i)+(2)-(2)+(i)(-1)=25+4+1=30
|

Buradan gorundr ki, |l//> funksiyas1 normallanmayib. Onu

L -a vursaq normallanmig funksiya alariq:

J30

5i

=75 v)=55| 2 [=da)=1.



c) |w) vo |@)-vektorlar ortogonal deyillor.
3
(w|@)=(-5i 21)| 8i |=(-51)(3)+(2)- (&) +())(~9i) =9+i.
—9i
Belalikls,
(v]p)=9+i

Masala 31. Dord 6l¢iilii polyarizasiya operatorunun kvadratinin
monfi birs barabar oldugunu gostorin:

H_ _
S,us =-1.

Hbolli:

4 - Olculu polyarizasiya s“ (4=0,1,2,3) vektorunun
komponentlori

burada (,2 - siikunatds olan zarraciyin polyarizasiya vektorudur va

£2 _ 0 _ 1 _ 2 _ 3
e =1. Sp =S, §=-5,5,=-5",5;=-S

oldugundan

sﬂs” = sos0 +slsl +3232 +5333 = (so)2 —(sl)2 —(52)2 —

L - 2
32 (02 _2_[ (&P [z, (E-P)P | _
(s)"=(s")" -5 —( p- J (§+m(m+E)j

_EP) 2 29 (E-P)PP°

m? m(m+E) m?(m+E)?
_Epfy e Pt ) o
m? (M+E) (m+E)?
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_EPpP[ 2m  EP-m’) o
m? (M+E) (m+E)2 -

m
_€&-p)? [1_ 2m _E—mj_ﬂ_

2

m (m+E) m+E
(E-P)? M+E-2m-E+m = =
= _E2=F2o
m m+ E

olar. Burada E? =c?p? +m?c* miinasibatine osasen c=1 oldugda

[32 = E2 —m? ifadosindon istifads olunmusdur.

1
Masals 32. Kleyn-Fok-Qordon tonliyinin — Skalyar potensiali
r

ticiin analitik hollini tapin.
Holli:

Dord olgiili fozada Kleyn-Fok-Qordon tonliyi asagidaki kimi
yazilir.

~ (5] R e
(p“—EA”j[pﬂ—EAﬂ}//:chZw )

oo in Jogtapoier @
X X

(1) tonliyini aciq sokilds iso asagidaki kimi yaza bilorik:

voya

2 2
1(..0 3(.. 0 e 2.2
— Ih——erJ V= Z(Ih—. ——A J +m°Cc” v =
02( ot i—1\ ox! ¢ #

2
[(ih§+g,&] +m2c2}// (3)
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Stasionar Kleyn-Fok-Qordon tonliyindo sferik simmetrik
Kulon potensiali {i¢iin radial vo bucaq doyisonlorino ayirmaq tigiin

eAy =V (r) vo A =0 gobul etmoliyik. Onda alariq:
[(g—v (r))2 —m?c* +h202§2}/j(r) =0 (4)

(4) tonliyini sferik koordinat sistemindo asagidaki kimi yaza
bilorik:

—h2c? i-ig[r2£j+ L @ (s ing-C_ j+
c2 r2or or r2sing 06 06

1 0°
t 5 (D)=
r2sin 98(0

—[(£-V(r))* —m?c* + n2c2V 2]y (r) (5)

w (r)-dalga funksiyasini dayisonloring ayiraq:
w(r) = x(N)Y (6, 9) (6)

Onda alaniq:

10 0
h2c? 28r( 26):} {(8 —V(r))? }X(f) 0 (")

2
—_1 i(sin<96—Yj+ 1 oY +AY =0
sin@ 00 00 sin 98(0

Burada A  doyisonloro ayirma sabitidir, A=I(l+1),
1=0,1,2,---vom=0,£1,+2,£3,---
Radial Kleyn-Fok-Qordon tonliyini asagidaki kimi yaza bilorik:

10 |(|+l)
|: Zal‘(r E) r2 } (=
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£-V () -m%*
Radial funksiya tgtin y(r) :@

ovozlomasindon istifads etsok, (8)

tonliyi asagidaki soklo diisor:

2
2D 2R =0 (©)
or r
Burada
_ 2 2.4
k2=(5 V(r)z) - m<c (10)
hcc
Osas moqsadimiz
V(r)=-=% (11)

potensialli vo zarraciyin kiitlosinin kvadrati ilo miitonasib olan
skalyar saho igiin Kleyn-Fok-Qordon tonliyinin analitik hoallini
tapmaqdir. Bunun ti¢iin kiitlo kvadratinda bels bir ovozlomo edok:

m%c* 5> m2ct +U2(r) (12)

Qeyd edok ki, kiitlo kvadratina potensialin birbasa daxil
edilmosi qarisiq hoddin yaranmasina sobab olur, ona goro do biz
burada onu nozors almayacagiq.

Beloliklo, skalyar potensial ti¢giin radial Kleyn-Fok-Qordon
tonliyini asagidaki kimi yaza bilorik:

82 IEN g2 m%* u?(r

R()=0  (13)
o2 2 p22 22 p2c2
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Skalyar qarsiligli tosir, spini sifira borabor olan zorraciyin

2.4
yiikiindon asili deyil. (13) tonliyini hzcz vuruguna bolok vo
c
asagidaki ovozlomoni daxil edok.
2
mc
r'=r—m 14
" (14)
Onda:
2 2 20,1
0 S _Id J;l)+ - 1Y 2(r4) R(r') =0 (15)
or' r' m“c m<c

Burada r’ - 06lglisiz komiyyotdir. Qarsiliqh tosiri asagidaki
formada daxil edak:

2 (01
U 2(r4) =V(I") =_Z_i“ (16)
m<c r
Homginin (15) tanliyinds bels bir ovozlomas edok:
2
2 £
be=1- 17)
m2c?
Onda alariq:
2
D 2, 22 k=0 (18)
or' r’ r
Yeni doyison daxil edok:
p=2br’

d_dp d_, d
dr'dr dp  dp
2 2
d” _ 42 4%

dr'2 dp?
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2 2
[4b2 d——%l(l +1)—b? +2bz—“]R(p) 0
P

do? p
2
d_z_@_iJrz_a R(p)=0
dp 0 4 2bp
2
45D 2 C R =0 (19)
do P 4 p
Burada
Za
C=——
2b

=0 vo p=oco noqtalari (19) tonliyinin maxsusi noqgtolaridir.
Ovvalco bu tonliyin asimptotik hollorini tapaq. p — oo halinda (19)

tonliyindon alariq:
2
d 1
{—2 - —}R(p) =0

dp= 4

R(p) =¥
2t a-al
4 2

1 1
P 5P
R(p)=C1e2 +Cpe 2 (20)

Dalga funksiyasinin sonluluq sortindon istifade edorok, C; =0

alariq, onda (20) ifadasini belo yaza bilorik:
1

R(p)=Coe 2" (21)

Analoji olarag p — 0 halinda (19) tonliyindon alariq:
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2 2

2
[d_l(l+1)}R(p):O 22)
dp p

Beloliklo (22) tonliyinin hallini agagidaki sira soklinds axtaraq:
R(p)=Xa,p"

14

R'(p)=S1a, 0" L, R"(p) =Zv(v-D)a, p" 2

|4 14
Onda alariq:

Z(v(v —1)av,ov_2 -1l +1)av,ov_2 ): 0
|4

viv-)-1(1+1) =0

v2 _y—1(1+1) =0
D=1+41(1+1) =(21 +1)

142(1+1)

Vi, = | +1, v=-
£ — 0 halinda tonliyin hoalli beladir:
R(p)=p' (23)

Belolikla (15) tonliyinin timumi hollini asagidaki kimi yaza bilorik:
R(p) = Np! T (p)e /2 (24)

Burada F(p) funksiyasim1 tapmaq Tgiin (24) ifadesini (15)
tonliyindos nozors alsaq, bu cirlasmis Kummer tonliyino gotirar.

R'(p) = N(l + D p'e ?'2F (p) —% Np' e PI2F () +

R"(p) =N(1+1)p'e ' 2F"(p) + 2(1 +)Np'e *'2F(p) -
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~Np™e "2 (p) - (1 + DNp'e™”"2F () +
+|(|+1)Np|_le_p/2F(p)+%Np|+1e_p/2F(p) (25)
pe P12 (p) + 201 + e P 2R (p) — e P 2F () -
~(1+De 2R (p) + 5 e P (p) -
~ 2 e P2 () o PR (p) =0
PF(p)+(2+2-p)F (p)+ (e~ (1 +D)F(p)=0  (26)

Vo ya
2
de(zp)+[2| +2—p]m+ [c-(+DJF(p)=0  (27)
do dp
(27) tonliyinin hollini sira soklinds axtaraq:

Flp)= TAp" (28)

(28) sirasini (27) tonliyinda nazors alsaq, yekun holli asagidaki kimi
yaza bilorik:

F(p)=F(1+1-¢, 21 +2, p) (29)

Enerjinin moxsusi qiymatlori asagidaki miinasibatdon tapilir:

|+1-c=-n, (30)
Burada,
nr=012,--- (31)

Bas kvant odadi bels toyin olunur:
n=1+1+n, (32)

(32) ifadssinden enerjinin moxsusi qiymoti agagidaki kimi tapilir.

92



np=c—1-1
n=l+1+n,=l+1+c-1-1=c

n=c
Za
c=—
2b
Za
n:_
2b
Za 2 (Za)2
b=— b“ =
2n 4n?
5 22 2 (Za)2
b =1-— 5=
m-c m<-c an
2
32— 1—(2052 mzc4
an
1/2
2
=% 1—% mc? (33)
4n

Kulon potensiali iiclin Sredunger tonliyinin hoallino analoji
olarag, burada da & enerjinin moxsusi qiymoti | orbital kvant
odadindon asili deyil. Homginin (33) ifadesindon goriindiiyii kimi &
enerjinin  moxsusui qiymoti zorrocik vo anti zorrocik i¢lin
simmetrikdir. Olago sabitinin kritik qiymati asagidaki ifadododn
tapilir:

_2n

Ly = (34)
(24

Zommerfeldin inco qurulus sabiti o :Bi?—ni (34) disturunda
nazars alsaq, onda

Z, (1s) = % = 274,07
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Z(28) =Z,, (2p) = 548,14

alariq. Enerjinin z-o goro toromoesini Z,, ndqtesindo hesablasaq,

)12
g:i{l—(zi)} mc?

onda alariq:

4n?
de _ E(mc®)  (2Za)_  x(mc®) Za _
el o)
4n 4n
2
+
(me?) .22, 4o (35)
a? 4n? 4n
=5
in° «a
Yekun radial funksiya bels toyin olunur:
R(p) = Np" F(-n+1-1, 21 +2, p)e*'? (36)

Homginin R(p)-radial funksiyasi Laqger ¢oxhadlisi ilo asagidaki kimi
ifado olunur:

1

R(p) = Np'™ % 21+ )1 (p)e=r!2 37)

n—-1-1
(37) ifadesindo N normallanma vurugunu elo secmoliyik ki,
R(p) funksiyasi vahido normallansin:

T g2
[p(r)redr=+1 (38)
0

Radial sixliq bels tayin olunur:

(12 = R2(r)
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(38) inteqralin1 hesablamagla normallanma sabitini tapariq:

_ |+t 1 3/2
\2e(n-1-1)! (2|+1)!(2p) (39)

Mosalo 33. Bircins maqnit sahasinds (H =const) horakot edon
zarracik tiglin stasionar Kleyn-Fok-Qordon tonliyini hall edin.

2
{Cz(ﬁgﬂj +m2C4}1//—52w, Q)
C
H =rotA
b) Ay =—Hy, Ay=0; A; =0 2
2 2 2.4
L g —M~C
(5 ta] oo, o
c c

2 2 2 2
e S e e e
B——A| =|py—"Ac | + py——Ay | + p,-SA | .
(p o J (px o x] (py o y} (pz o xj

b) Ax =0, Ay =Hx, A; =0 olduqda

2 2
A € = 2 e n2
= = il 4
(p . j Px + (py o j + Pz (4)

e -

2
PyVe P, operatorlar: bir-biri ilo vo ham ds [ﬁ— A) operatoru

oer

C
ilo kommutasiya etdiyindan, eyni zamanda (f) A) operatorun vo

Py, Pz -in moxsusi funksiyasini
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1 (py-y+pz-2)

y (X, y,Z)——

s w(X)

soklinda segmok olar. (5)-i (4)-ds nazars alaq:

~ €z 2 1 2 e 2 2
[E_EAJ W(X1Y1Z)=% Px +(f’y—EHXJ + Pz |x

L py-y+ps2)
pyyepy.
xeh Y

l//(X) =

1 %(py~y+pz.2) e ? 2
=St (- h) py__HX +p; |w(X)

i
—pyz

Py-y+Pz-Z hpy i7 h _
w(x)=e" Ty (x)(-in)? 52°

Azeh
ey (i)
—en™”y (0(=in) (z pzj

i
egpz'Z _ pze£(pyy+921)
- Mz

l//(X)

2 Lpyy+p2)
R e n e y z
By —SHxX| w(xy.2)=| Py - Hx e w(x) =
C C

2 1 i
p,2 by pyz
_eh'’ y/(x)(py—%ij eh VT —eh Ty (x)x

2 i i i i
{0, Se) e’f"”=ehpzzw(x)(f>y—§ij(pyeh"”—ineh"”]:

i i i
= ehpzz'//(x)(f’y -2 ij(— inden™” _8 erhpyy] =
c dy c
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(6) ifadesini (3) tonliyinds yerino yazsaq:

i 2
1 5 (pyy+pzd) | 52 d? dy ( e j 9
——eh ——Hx| + X) =

i
1 &2-m2c* (pyy+pz2)

e w(X)

buradan

2 2 2 2.4

d X e &g —m-c

—hzﬂﬁ- py——Hx +pz2 w(X)=—w(X)
dx? ¢ c?

Vo ya

n® dp(x 2 2 _m?%c*
e (py ——ij w(x)= [—2 ()
m dx? 2m c ome 2m

2 P, 2 2.4 2
h d W(X) € Hz(x ‘ JV/(X) (—Zmrzzc _&}//(x)

2m dx? 2mc eH 2m
sonda aliriq:
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_n%d l//(r) e2H?2

57 2y(z) = Ey(7)

2m dr 2mc
burada
2 2.4 2
C _
xe IOy E_¢ m2c Pz
eH 2mc 2m

Kvant harmonik ossilyator tonliyi asagidaki soklo malikdir:

n*d y/(x) ma?

T —— X’y () = Ey(x)

1 X
En:ha)(n+%j, wo(X)= (2 nIXO\/_)EeZXOH (XJ

Xo

. — h
" " Vmeo

(7) tonliyi harmonik ossilyator tipli tonlikdir vo ona gors do

2 24 2
En :ha)(n.klj:w_&:ha)(n_klj,

Eﬁpz =m%c? +c? pZ2 + 2mczha)(n+%j, n=0,1..

Enp, = J_r\/mzc"' +c?p?2 + 2mczhm(n +%j ,

burada @ = ﬂ -dir.
mc

(xfcpy/eH)2
2

L R L
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X—cpy /eH
xH{#J ©)

belalikla,
i

1 (Pyy+pz2) Py
w(xy.2)=——¢ W(X)(X oH j (10)

burada
(x—cpy /eH )2

C 1/ 2 Xx—cp, /eH
Wn(x_%]=(2”n!x0\/;)lze 20 Hn(—py J

Xo
H
Enp :i\/m2c4+c2p22+2mczha)(n+£j, ="
z 2 mc
b) A, =—Hy, A, =0, A, =0 (11)

oldugda

(12)

2
P, vo P, operatorlari bir-biri ilo ve hom do (f)—E Aj
c

operatoru ilo kommunikasiya etdiyindon sistemin  moxsusi
funksiyasini
i
1~ (pxX+pz2)

(X, Y,2) =ﬁeh w(y) (13)

soklinda segmok olar. (13)-ifadasini (12) —do nazars alsaq:
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o |m

nk ~  €eH 2 2 a2
A V/(Xayyz): pX+Ty+ py+pz X

G

i i

1 (pxx+pz2) 1 (pxx+pz2)

x——eh =——eh X
2rh v () 2rh

€ 2_ Zi 52 14
X px+CHy h dy2+pz w(y) (14)

2 -
A e 1 (pXX+pzZ)
{"Z(p‘z’*j ””204}% ! v

i
2 1 —(PxX+pz2)
=& ——¢€
27h

2 e ) 2d? 2 4 2
o Px+oHy] —A P w(y) =&y (y)
y

2 2 2 24
[ w oy (e 2Ly ]w(y){%—p%}y(y)
y C

2 2 2
ned 1 eH

—ompt (px+—yj w(y)=
mdy 2m

2 24
(“’C# e Jw(y) (15)

w(y)

2m

2 42 242
_h7d v . & Hz(y+Cpx

2
yj w(y)=Ey(y):

Beloaliklo, alariq:
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2 42 2,42
_L d Vlér) n e H2 72'//(7) — EI//(T) (16)
2m gz 2mc

burada
2 2.4 2
cp, g—m<c  p;
=y+—>*, E=—————% 17
Ve 2me?  2m a7)
(17) tonliyi harmonik ossilyator tipli tonlikdir vo ona gora do
2 2.4 2
L e
2 2mC 2m 2
Eﬁpz :m204+c2p§+2mczhw(n+%j, n=0,12,..
Enp, :i\/m204+02 p? +2mc2ha)(n+%] (18)
H
burada a):e—.
mc
(y+ch/eH)2
22
V/n(f):l/’n(y"'%j (znnIXON/_) Yo X
x Hn(—y_Cpx fer ] (19)
Yo
1 i(|o X+Ppz2)
B 5 (PxX+ Pz CPy
X,y,2)=——¢ +—= 20
yxy.2)=- g (y o (20)

Masalo 34. Kulon potensiali sahosindo yerloson 77 -mezon
ucun Kleyn-Fok-Qordon tenliyini hall edin.
Holli:
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Ovvalco dord ol¢iilii kovariant vo kontravariant vektorlar: daxil
edok:

AX ={AO’'&}Z{'A‘O"A‘X!Ay’Az}= gﬂVAv
= gyvAV ={A)'_A}

~ .. 0 o L= e -
E=1i——-eAy, p=—-1AV——A
ot #0. P c

Dord 6lgilii impuls operatorunu elektromagnit sahosini nozora
almagla yazaq:
~ — e _ _ e
pH“ — p# —EAﬂ voya Py = Py _EA”

Onda dordolcilt halda elektromagnit sahasini nazoro almagla
Kleyn-Fok-Qordon tonliyini asagidaki kimi yaza bilorik:

_ _ e _ _ e
(P > P = AP, > P~ A,y =micy
Yaxud

{W(m ——Av)(h——— )}/f:méczw

oxY

iz(ihg—er)zw (%(m—+ A)? +méc 2}//—
C |

ox!

[(th+§A) +m2 zjy/

Kulon potensialin1 daxil edak.

Ao()=-Z ", eA (1) =V (1)

(£-V ()2 [c (mw A% +méc 4}//
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Ogor, A=0 olarsa, onda stasionar Kleyn-Fok-Qordon tonliyini
asagidaki kimi yaza bilorik:

[(£-V ()2 —mic? + eV 2y (r) =0

~n%c 2{12 a(r2£j+ L a(smeaj
or or résing 00 06

2
TR }//()—
r? sin eago
=[(e-V(r)? -mac? +7c®V 2y (r,6,9) )

(1) tonliyini hall etmok igiin w(r)dalga funksiyasini
doyisonloring ayiraq:

w(r,0,p)=u(r)Y(6,9)

=2 252
M~ =-h Vg(p
M 2Yim (6, 0) = 12101 +1)Yim (6, )
2
_p2c2[ 07 2.0 i V2 u(r)Y (0,9) =

=[(-V ()% -mac*u(r)Y (6, ¢)
{ o 28 |(|+1)} (1) = (¢-V (r))? —mic*

h2c?

ur)

oar ror

Radial funksiyan1 asagidaki sokilds yazagq:

u(r) = R(r)
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u(r) funksiyasindan r-o goro birinci vo ikinci tortib toromolori

hesablayaq va bunu (2) tanliyinds nazars alag.

(dR(r)
du "gr RO R 1
d_:—z‘_ a2 R
r r rodr
d_ 1 R 1d'R 2 o0 1 R
dr? P2 dror g2 3 r2 dr
2 dr 1d 2R 2
= +—-R(r
2 g2 3 (r)

2 dR 1 d’R 2 2 dR 2
.___.___.R _— —— 4+ —.R(r
r2 dror g2 3 ®) (2 dr 1)+
|(|+1) _(e-V(N)? —mict R(r)

r hcc r
1 R |(|+1) (e-V ()2 -méc* r(n)
- R(r) = 55 .
r dr2 r3 h“c r

dr r h2c2

{d_RI(IJrl)R() (¢-V (1) -mc* R(F )]_0 3)

(e-V(r)% -mZc*

k2= -avazlomoasini aparag, onda
h2 2
d2 10+ o
—2 - 2 + k R(r) = 0
dr r
alariq.

, 2027 %72

(e-V(N)2=e2 -2V () +V2(r)=e?+ et

r
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02 B e? 1
hc  4reghc 137,03

2 2622 e422 2 4

o =

2 g+ E + > —moc
d? 10+1) r i R()—0
dr2 r2 h202
24 2
d2 10+1) 282z e%z%2 myet-e
2" 2 Y22 T 222 .22 |RN=0
dr r hccr hecer hcc
02 1040 -(Za)? 20ze moet-&?
= . + -2 [R(=0 (5)
dr r her hec
—mc2<g<mcz
2[m204—52}%
ﬁ:
hc

p = -1 oavozlomasini gobul edak, burada 0 < p <

d_do d_pd d®_pd°
dr dr dp "dp’ g2 T gp2

d?2  1(1+1) - (Za)? 20Z¢
5 . (1+1) 2( ) 52+ B
dp P hep
2.4 2
MmaC —¢
—‘;}T}R(pm (6)
02 10+0)-2Za)? 2aze mct-&?
dp D hepf gen‘e
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(17_7+;_Z R(p)=0 (8)
B 12 2 :26(28
u—\/(l+2) (Za)*, A w5 )

(8) tonliyi p—0va p — 0 olduqda dagilir. Ovvalco p —
oldugda maxsusi halli tapaq:

1) p>ow
2
d 1
(—5—R(p)=0 (10)
dp* 4
R(p)=e™
m2—%=0:>m=i% (1)
Rp—>e0 —ae P12 fpetrl2 (12)

(12) hallinds ds ikinci hodd dagilir. Dalga funksiyasinin sonlu olmasi
sortindon biz b=0 gobul edirik. Ona gora do p — oo oldugda maxsusi

holl agagidaki kimi olur:
R (p)=aer'? (13)

p—>0

2) Indi iso p — 0 olduqda moxsusi hallini tapag.
Onda (8) tonliyi asagidaki kimi olur:

— ———*R(p) =0 (14)




R'(p) =avp” L, R"(p)=av(v—1)p" 2

2 21 -2
av(v-1p""" - (u —Z)apv =0

Wr=D)-(u? ) =0
Vvt -3) =0

Alinmig kvadrat tonliyi v -ys goro hall edak:

D =1+ 4(u? —%) —1+4u% —1=442

1+4? 1

vy, =— T ="
1,2 5 5 H

v==T1+
5 H

R(p) =ap!/#+#

Onda timumi halli asagidaki kimi axtara bilorik:
R(p) =Np"#*#e 2 f (p) (15)

(15) funksiyasindan p-ya goro birinci vo ikinci tortib téromalori
tapib, (8) tonliyinds nazars alaq:

. 1 o - 1
R'(p) =N(+)p" V2,12t (p) -5 N2 x
Xe—p/z f (p)+ Np,u+1/2e—p/2 f I(p)

B 1 1 _ _
R"(p) = NG + (- + )P 324pe=PI2¢ () +

1 _ _ , 1.1
NG+ )P V2vug=ri2 g (p) =5 G+ N
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Xpﬂ2+yep/2f(p)+% N p Y2+agPI2 £ 1( )
—Z NP IR o)+ C )N p e 2 ()
_% N o U2bsg P12 £1( 5 4 N pH 26 PI2 £1( )
= N2 =D P2 (p) NG+ p)p 2

€ P21 (p) + 2 NP 2 e 21 () N+ 1)
xp—1/2+,ue—p/2f/(p)_% N pH 42 P12 £1( ) +
NG+ Ve P2 (o) =N o2

xe 2§ /(p)+ N pH 2 217 (p)

N p# Y26 P12 (o) N+ 1)
Xp—uzwe—p/zf,(p)_% N pY2He P2 1 o) 4
NG+ P2 e P2 (o) =N o e P2 () s
AN _%)p—3/2+,ue—p/2 F(p)— N(%_'_ﬂ)p—l/Z-i—,ue—p/Z 8
<1 (p)+ 3 NP2 e 21 (o) + 2N 2 712 ()
CN(2 _%)p—3/2+ye—p/2 ; (p)+% N pl2Hg P12

«f(p) —% N2 P12 (p) =0

Sadolosdirms apardiqdan sonra alariq:
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,u+l/Ze—p/2 £ ~12+u %

1
Np (p)+2N(§+ﬂ)p
xefplzf'(p)— Npl/2+/uefp/2f((p)_ N(%+ﬂ)pu2+# x

xe P2 (p)+ 2 N P2 12 () =0
Yo,
" 1 — ’ ’
Fr(p)+ 20+ 1P~ (p) = F(p) -
1 _ A
~G+mp 7 (p)+ 1 (p) =0
P

1
2 ,u+——/1
THA 2 p @ T2 “tp)=0 (o)
do p dp

2u+l=c, ,u+%—/1 = a oavazlomalarini gobul edak: Onda
d?f c ,df a
D) € T2 (p)=0 7)
dp p do p

alariq. (17) tonliyinin hallini sira soklinds axtarag.

f(p)=2a,p" (18)
f(p) = 2n'ap" (19)
£(p) = Sn'(n' ~Day p"? (20)

(18), (19) va (20) ifadalorini (17) tonliyinds nozars alsaq:

SN =Dayp" % + (& -DEnap - 25" =0
n' Yo n pn
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o0 ' 0 ’ 0 '
Zn'(n'—l)an'pn -2 +Czn’an'pn -2 _anan'pn -1 _
n’ n’ n’
o0 '
—aXYayp" 1=0 1)
n’

alariq. Buradan @, -lor ii¢iin asagidaki rekkurent diisturlar alinir:
aa,
c
_a(a+])
27 2(c+1)
2a, +2a,c—a —ag =0
3-2a; +c-3a;—2a, —aa, =0
_(a+?2)
7 3(c+2)

a; =

a,y, a+m-1

= m crm-1 (22)
Onda f (p) -funksiyasini agagidak sira soklindo gostora bilorik.
f(p)=a,+ap+a,p +a,0’ +..
_a0(1+ ,o+E j—:l —aOZEj; i (23)

(23) sirast ilo toyin olunan funksiyani hiperhondasi funksiya ilo
ovoz etmak olar. | F (a,c; p > ).

Goranduya kimi ;F(a,c;p—>0) hiperhandasi funksiyasi
L — oo-da dagilir.
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F@cp—o>0)=>—-=

r(c ) e’ (24)
r@”
Kulon sahasindo harakot edon 77 -mezonun enerji spektrini

hesablamaq Uciin
Zae

A= +£+n'_—
H 2 (m§C4 _ 82)1/2

dusturundan istifads edok: Onda alariq:

--1/2
2
it = M| L+ —— (f“) (25)
(n'+ - +[(1+2)% - (Za)*T'%)?
2 2 ]
1-1/2
3 2 (Za)?
En| = ITood X = mﬂC 1+ 2 (26)
(n'+1+[(l +1)2 ~(Za)*T?
2 2 ]
Bas kvant odadini asagidaki kimi toyin etsok:
n=n"+1+1
-1/2
2
E, =mc?1+ (Za) 7)

2
(n -1 -;+[(| +;)2 - (Za)z]llzj

N=123u, 1=0123......,(N—1)

N’=Na,- gobul etsok, onda moxsusi funksiyani belo yaza
bilorik.
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' A 1
R(p) = N'p"*" e, Fl(ﬂ+§—ﬁ’ 2u+1Lp)=NW, (o) (28)

Burada W, ,(p)-riyazi fizikada m’lum olan Uitteker

funksiyasidir. (27) disturunu Z-in stlii siras1 soklinds gostorsak,
enerji spektri liglin alariq:

z2¢%> 7%*, a 3
o . (29)

En = m,rc2 1-

Masalo 35. A matrisinin maxsusi giymatlorini vo normal-
lanmis maxsusi vektorlarini tapin.

>

Il
o NP
o w N
w o A

Hoalli:
Matrisin moxsusi qiymatlori asagidaki xarakteristik tonliyin
hallindon tapulir, yoni:

det|A—/1I|:O
Burada
1 00
I=|0 1 O
0 01

vahid matrisdir.
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-1 2 4
det{A-All=| 2 3-2 0 |=0
5 0 3-1
1—-2)B-A)(3—A4)—20(3—1)—4(3-2)=0
B-A)(A2 —41-24)=(3-)B+A)(A-T7)=0
Ay=30y=-3 4y =T

Matrisin moxsusi vektoru isa matris tanliyinin hallindan tapilir,
yani:

A1) = 3)|1), burada [1) =

a a
b|=3Db

c c
a+2b+4c=23a Sa+3c=3c
2a+3b=3b a=0,b=-2c

w o M O T QO

1
2
5

o W N

Moaxsusi vektor 1-da normallandigindan alariq ki,
a?+b%+c? =1; 0+4c® +c? =1;5¢2 =1
1 2
c=—=,b=——7=,a=0
V5 V5

Onda A4 =3 moaxsusi giymatina uygun moxsusi vektor
0
H=-—{-2|

V5 1

A =—=3-5 uygun moaxsusi vektoru tapaq:

113



1 2 4Ya a
2 3 0|b|=-3Db
5 0 3)c c

a+2b+4c=-3a

2a+3b=-3b

5a+3c=-3c
2b+4c+6a=0 a=-3b
2a+6b=0 = 5
5a+6c=0 2

Normallanma sorti:

a?+b%+c?=1; b2 1+ b2 4 2p? —1:b% ="

Masalo 36. Maksvell tonliklorinin Dirak tonliyi formasinda
tosviri.

Holli:
Mogsadimiz Maksvell tonliklorini
rotE+2 98 _g
c ot
rotH —1§:4—ﬂ] 1)
c ot c

Dirak tonliyi formasinda yazmaqdir, yani:
114



Sal Cy=-2Ty @

Owvalca ¢! matrisini vo onun komponentlarinin kommutasiya
munasibatlaorini tapaq vo  ligiin dalga tonliyini daxil edok.

Vo Po

w= "1 p= A 3)
Vs, $,
V3 Py

burada, ¢y =Cp, & = J1 = Jx» $2 = J2 = Iy, #3= J3 = ], hamginin
X=Xy =ct, X' ==X =X, X2 ==X, =y, X =—X; = 2.

w -nin komponentlori iso asagidaki formadadir:

wo =0,y =H; —iE;, yp =H; —IE,,
w3 =H3z—IE3 4

v -nin bu formada tayinindon alinir ki, & matrisinin bozi

elementlori  hoqiqi, bozi elementlori iso xoyalidir. Onda (2)
tonliyindon alariq:

—]{((xo—gl//+d1 w+a%—y+
I c ot
.3 0 Ar
+a’°’—wj=——¢ (5)
oz c

a'! matrisini dif-( ilo yazsag, onda (5) tonliyini askar sokildo yaza
bilorik.
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1000 0 -1 0 0
s 10100, -1 00 0]
loo 10l Jo o 0 —if
0001 0 0 i 0
0 0 -10 0 0 0 -1
so |00 0 il s [0 0 -io]f
10 0 0 0 i 0 0
0 -i 0 1 10 0 0

Bu matrislorin izi, yoni Tr(@')=0 vo j=12,3 oldugunu
nozoro alsaq, bu matrisin  komponentlori arasinda asagidaki
antikommutasiya miinasibatlorini alariq:

&ra’+a24t =0, 4'é’ =ig’
&?a+6%a° =0, 6%é° =igt
d3d1+&1d3:0 & at=ig?
(612 =(6%)*=(6%)?% =1
3 . 0 13 .k 0 R 02
Za’—( L 2a —j =@ — -
i o k=0 0 a(ct)
02
v

Moasals 37. A= if) spiralliq operatorunun H p Dirak Hamilton
operatoru ilo kommutasiyani hesablayin: [H D> iﬁ} =
Holli:
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A 2 22 h G 0 2
Hp =ca p+pAmyc”, Zp=— ~ P
20 &
~ h h G 0 . it et
Burada S=—-X=— .| - spin-vektor operatorunun 4 - 6lgulu
2 2l0 &
timumilogmasidir.

[H D,iﬁ} - [cd ﬁ+ﬂrnoc2,§1ﬁ} - [cd b,ﬁb} )

[ -diagonal matrisidir vo ona gérado [,3 31=0

0 0 YVop 0 0
(@ P)(2p) - (& p)(zm{éﬁ Op}[op j [Op ]

0 \0O o&p 0 op
~a a2 a2
X(O Gpj: 0 @0 @,
@ 0 ey o ) ) o
Beloalikloa,
[Ho.2p]=0 ®)
[p.zp]=0 )
Spiralliq operatorunu daxil edok:
h . oy
=txPog P (5)
|p| p

Forz edok ki, elektron z oxu istigamotindo horokot edir, onda
elektronun implusu p ={0,0, p} olar. Onda (5) ifadasina gora:
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1 0 O
A # Al0-1 0 O
Apszszzzzzzzo 0 1 0 (6)
0O 0 0-1

A -operatorunun moxsusi qiymoti £ — -ya, moxsusi vektorlari
2

BTN

1S9 uygun olaraq

Burada
U = ! U= 0 (8)
7o) e
2 10
Masals 38. Hamilton matrisi | —i 1 1 | olan zarraciys baxagq.
0 10

i
a) ‘/1> =| 7i | hali H-in moxsusi halidirmi?
-2

Hamilton operatoru ermitdirmi?

b) Enerjinin aj, a,, as-moxsusi giymatlorini vo normal-lanmig
moxsusi vektorunu tapin.

C) |a1>v:; <a1| vektorlarina uygun operatorlarinin ket vo bra
hasillorindon alinan matrisi tapin.
P=(a|a,) operatoru proyeksiya operatorudurmu? [P,H]-

kommutasiyasini hesablayin.
Hoalli:

a) H|A) tosirini hesablayag. H|)=b]|4), b=const
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2 1 0Y i —-7+2i

H|/1>= —i 1 1| 7 |=|-1+7i
0 1 0)\-2 7i
H-operatoru ermitdir.
2 i 0
H*=|-i 1 1|=H
0 10

|/1> hali H-imn maxsusi halidir.

b) Enerjinin moaxsusi giymatlori asagidaki xarakteristik tonliyin
(secular equation) hallindon tapilir.

2—-a | 0
0=| -i 1-a 1 |=@-a)l-a)(-a)-1]-i(-i)(-a)=—
0 1 -a
—(a-D(@a-1-+3)(a-1++3)
a1 =1 ap =1-+/3, ag=1+/3

Ovvalca |a,)-in moxsusi giymatine uygun moxsusi vektoru
tapag. Bunun {igiin asagidak: matris tonliyi hall etmok lazimdir:

2 1 0)x X X+iy =0
-1 1 1|y|=|y|=-x+2=0
0 1 O)\z z y—-z=0
x=1 y=z=i. Onda a;=1-0 uygun moxsisi vektor asagidaki kimi

olacag.
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1
lag) =]
[
Bu moxsisi vektorun normallagmasini tapaq:
(a|a)=1+i-i" +i -i=1+1+1=3.

Onda normallasmis @1 vektorunu bels yaza bilarik:

1
)=
¥3 i
Eyni gayda ilo
. i(2—/3) . i(2++/3)
|a,) = ————x| 1-V3 | |ay)=———=| 1++3
V6(2-3)| 4 V6R2+43)| 4
¢) P operatoru bu sokildadir.
. 1 . 1 —i —i
P=laj(aq|==|1|1 -1 —i)==]I
e =310 i -i)=3)]
| |
P matrisi ermitdir vo P? =P barabarliyi ddonilir.
1 —i —iY1 =i -i 1 —i —i
et i1 1 |=Yio1 o
9. _ 3.
1 1 ik 1 1 1 1

Demoli, P operatoru proyeksiya operatorudur.

H|a1>=|a1>, <31|H =<al| Vo P:<a1|a1> sortindon istifado etsok,
[P,H] - kommutasiyasini hesablaya bilarik:
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[P,H]=PH —HP=(a,|a,)H —H(a|a,) =(a |a,) (& |a,) =

vaya
1 —i 2 10 2 1 0
[P, H]_1 1 =i ]—— -1 1 1|x
3| 1 0 10 0 10
1 -1 —i 0 0O
x[it 1 1|=(0 0 O
1 1 0 0O

Mosalo 39. Cutluk operatorunun proyeksiya operatoru

oldugunu gostarin.
Holli:

A 1 A 1
P ==+ P ==01-
+ 2( o3) 2( o3)

F3_110+11 0) (10

" 200 1) 2o -1/ (o o)
F3_110 1 0) (00

- 2o 1) 2l0 -1/ lo 1)
. 1 0Y1 0) (1 .
P+l//1=o olo O=O:W1’P+l//2:0'

5o (0 oYL oy (00
Y170 1)0 o) lo o) 2T

P.(yr+v2) =P, -y1 +P, v, =y,
P (y1+y2) =P -y1+P -yp =y,
P.(w1+wy) =y vo P_(y; +w3) =w;

[

operatorlarinin tasiri istonilon spin halinda olan hallarin yalniz birini

meydana c¢ixarir. Ona goro do bu operatorlara Isi - proyeksiya

operatorlar: deyilir.
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Masala 40. Fesbag-Villars tosvirindo impulsun biitiin moxsusi
hallar! {igiin Hamiltonianm Hg, =UH (U = 73E,, kimi verildiyini
ishat edin.

Holli:

Sorbest zorrickler ticiin  H ¢ -Hamiltonian1 asagidaki kimi
verilir:

A2 A2

3 A iay P A 2 (1 139 10 2

Hi =(r3+17,)- +73MpC” = + MoC
f = (fa+175)-o ——+73Mg (_1 _J 2mg (0 Mo

Biz burada asagidaki ¢cevrilmadon istifads edirik:

o=Ud, dt=0"U"

Burada @ -nin miisbat vo moanfi hallori asagidaki kimi verilir:

Oemal ] Oy f°
wome(2) a0

2 A 2
. Lj:(moc +Ep)—71(mec” —Ep)

U -iso
1/4m0c2Ep

operatordur. Homginin E, =¢( p2 + mgcz)

kimi toyin olunan

V2 vy U-2x20lgilii

unitar olmayan matrisdir (U U ™). Belo ki,

2 2, » 2
I'(moc +Ep)° +71(mgc —Ep).

1/4m002Ep

| (Moe? + Ep)I—21(mgc? —E )

1/4m0c2EIO
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P2 ]| (mee® + B+ (mc? —E )
X (T3 +IT2)-2—+2'3m0C

Mo JAmoc?E,,

Ogor biz a, = moc2 +Ep,a_ = m002 -E

2
p» @=MgC

ovozlomolorini aparsaq, onda:

. 1 APE . . ,
Ho =———l[a, -a_4 Pz vity)rat, [a, —a )=
4mocE, 2m
1 [ . P’ . B’
== [a, —a #]a, —(Fz+ity)+a_ —(F4f) +ify7) +
4myc’E,, 2m 2m
. L 1 p
taa, 7y +aa_fafy|=——|al b

— (T3 +179) +
4m002Ep *2m

a2
ta,a ;’— (247, +i7,7,) +aa2F, +aa_a, 247y —

m

~ D A2

—aa, P (47, +ifty) —a2 P (faah +iftty) -
2m 2m
—aa_a, iy — 8224 Fyfy
Impulsun moxsusi hallar {i¢iin P -operatoru 6ziiniin moxsusi

qiymotlori ilo ovoz edilo bilor. 7;7; =l&j7y (i# J=12,3) sortini

nozors alsaq:

. . . . 1 1
Ty +HIT, =+HIT,0, + 0,0, =107, — 0,0, = —T,0,0, — 10, T,T, = ( 1
o o (L0 . (0]
Vo 717371 = —T3 = , hameinin — 7973 = .
0 1 -11
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X 11 p’ p? h?
H(Dz—l2 [ jazp—+aa L
4m,c Ep -1 -1 2m 2m 2m
1 0 0 1
+ {afa+afa}+ {2aa_a, | 1
0 -1 -1 0 4myc’E,

x{f3{(a++a_) ;2+(a +a? )a}+|r2{(a +a )? p’ ~ _42aaa H
m 2m0

0

Asagidaki ovozlomaloari daxil edok:

2 p° 2 4 P 2:2 2
(a, +a_) —=4mjc" — =2myc“p“c
Mg Mo
(% +a%)a=2mc® = (mgc* + E5) = 2moc? (2mic? + p°c?)
2/m204 2 2222
2aa_a, =2myc”(mgc” —Ey) =-2moc”pc

Onda,

1 R —
[13{2m002 p2c? . P 1omyc2
m

Hp=— —
@ 4m0c2Ep

=2
><(2m0c +p 2)}+|r2{2m0c p czzp——ZmoczﬁzczH.
Mo

1

R 22 .. .
am C2E [T3'4m0C Ep +|T2'0]:T3Ep
0 p

|:|(D:

Beloliklo, isbat etdik ki,

|:|(I) :Uplfljil:f:;Ep
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