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Ön söz 

 
Relyativistik kvant mexanikası nəzəri fizikanın bir bölməsi olub, 

işıq sürətinə yaxın sürətlə hərəkət edən mikrozərrəciklərin (elektron və 

s.) hərəkətinin relyativist (nisbilik nəzəriyyəsinin tələblərini ödəyən) 

kvant qanunlarını öyrənir. 

Relyativistik kvant mexanikası kvant mexanikasının ixtiyari 

kovariant Puankare xülasəsidir. Bu nəzəriyyə yüksək enerjilər 

fizikasına, zərrəciklər fizikasına, sürət-ləndiriclər fizikasına, həmçinin 

atom fizikasına tətbiq oluna bilər. 

Relyativistik kvant mexanikasının əsas xüsusiyyətlərinə 

aşağıdakı öncəgörmələr daxildir: antimaddənin mövcudluğu, spini ½ 

olan fermionların spin maqnit momentinə malik olması, elektromaqnit 

sahəsində yüklü zərrəciklərin kvant dinamikası və incə quruluşu. Açar 

rolunu isə bu öncəgörmələrin birbaşa alındığı Dirak tənliyi oynayır. 

Qeyri - relyativistik kvant mexanikasında isə tam tərsinə olaraq 

təcrübi nəticələrlə uzlaşmaq üçün müəyyən hədləri hamilton 

operatoruna süni olaraq daxil etmək lazım gəlir. 

Ən uğurlu və ən geniş tətbiq olunan relyativistik kvant 

mexanikası sahənin relyativistik kvant nəzəriyyəsidir. Sahənin kvant 

nəzəriyyəsində elementar zərrəciklər sahənin kvantı kimi təsvir olunur.  

Sahənin kvant nəzəriyyəsinin relyativistik kvant mexanikasında 

test olunan unikal tədqiqatı materiyanın yaranması və annihilyasiyası 

zamanı zərrəciklər sayının saxlanması qanununun pozulmasıdır. 

Təqdim olunan dərs vəsaitində relyativistik kvant mexanikasının 

əsasını təşkil edən Kleyn - Fok – Gordon və Dirak tənliklərinin əsasları, 

tam hərəkət miqdarı momenti, onların məxsusi funksiyaları təhlil 

olunmuşdur. Həmçinin Kleyn - Fok – Gordon və Dirak tənliklərinin 

qeyri-relyativistik limiti, sərbəst zərrəciyin hərəkəti, neytrino üçün 

Dirak tənliyinin həlli verilmiş, elektromaqnit sahəsində hərəkət edən 

zərrəcik üçün Kleyn - Fok – Gordon və Dirak tənlikləri həll olunmuş-

dur. 

Eyni zamanda maraq kəsb edən bəzi məsələlərin həlləri 

verilmişdir. Ümid edirik ki, bu vəsait oxucular tərəfindən maraqla 

qarşılanacaqdır. 

 

Müəllif 
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§ 1. Dörd ölçülü vektor – operatorlar və onlar üzərində əməllər 

Əvvəlcə istifadə edəcəyimiz vektor-operatorların ifadələrini 

daxil edək: 

 zyxctx ,,,            (4-ölçülü radius vektoru) 









 zyx ppp

c

E
p ,,,            (4-ölçülü impuls) 

 zyx AAAAA ,,,0               (4-ölçülü potensial) 

  
























zyxct
,,,        (4-ölçülü qradient)       (1) 

 

(1)-də , ,x p A  və   - 4-ölçülü vektorlardır. 4-ölçülü 

vektorlarla hesab əməllərini yerinə yetirərkən metrik tenzordan da 

istifadə olunur. 4 - ölçülü 
vg  metrik tenzoru aşağıdakı matrislə 

təsvir etmək olar: 

 


















































1000

0100

0010

0001

33323130

23222120

13121110

03020100

gggg

gggg

gggg

gggg

g v                    (2) 

 

Beləliklə,  dxdx   vektorunun uzunluğunu aşağıdakı 

şəkildə:  
v

v dxdxgdxdxds 
2  

 

yaza bilərik. Bu yazılış xüsusilə metrik tenzorun təyinində də istifadə 

olunur. Kontravariant formada olan 
vg 
 tenzorundan aşağıdakı 

xassəni ala bilərik: 
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





















1000

0100

0010

0001




 vvgg                                 (3) 

 

























 

1000

0100

0010

0001

1

g
gg




                          4) 

 

Burada,   köməkçi faktordur, yəni sətir və sütunların 

üstündən xətt çəkərək və 
 )1(  tərəfindən əldə edilən ədədə 

vurmaqla təyin olunan alt determinantdır. g  isə g  metrik 

tenzorunun determinantından 1)det(  gg  tapılır. Xüsusi Lorens 

metrikasında kontravariant və kovariant metrik tenzorlar 

ekvivalentdirlər: 

v
v gg 
                                             (5) 

 

4- ölçülü kontrvariant vektor aşağıdakı kimi təyin olunur: 

 

   zyxctxxxxx ,,,,,, 3210                               (6) 

 

Kontravariant vektordan kovariant vektora keçid vg  - metrik 

tenzorun köməyi ilə mümkündür, yəni:  

 

   zyxctxxxxxgx v
v  ,,,,,, 3210                (7) 

 

İki 4-ölçülü vektorların hasilinə baxaq: 
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3
0 1 2 3

0 1 2 3

0

2 2 2 2 2 2 2 2

x x x x x x x x x x x x x x

c t x y z c t r

 

 


            

     


          (8) 

 

Analoji olaraq 4-ölçülü impuls vektoru üçün də yaza bilərik: 

 









 zyx ppp

c

E
p ,,,                                     (9) 

 

  İki 4-ölçülü impuls vektorunun skalyar hasilini hesablasaq:  

 

21
21

2121 pp
c

E

c

E
pppp


 

                        (10) 

həmçinin  

x p x p x p E t r p 
                              (11) 

 

Beləliklə, ixtiyari 4-ölçülü vektoru aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

 

 3210 ,,, aaaaa                                       (12) 

3-ölçülü vektor isə  

 

 321 ,, aaaa 


                                       (13) 

 

şəklində yazılır. 4-ölçülü impuls operatoru aşağıdakı formada təyin 

olunur: 

 

  1 2 3

ˆ , , ,p i i i i i i
x ct x x x

 



      
        

      

 

   
.,,,










































ct
i

z
i

y
i

x
i

ct
i           (14) 



8 
 

2
2 2

2 2

1
ˆ ˆp p

x x c t


 



  
          

























































2

2

2

2

2

2

2

2

2

2 1

tczyx
                 (15) 

 

4-ölçülü impuls və koordinat arasında kommutasiya münasibəti belə 

təyin olunur: 

  

































x

x
gixg

x
ixp vvv  ,,  

vvv gigigi 


    

 

Beləliklə,  

, v vp x i g   
 

                                (16) 

alırıq.  

 

§ 2. Kleyn-Fok-Qordon tənliyi 

 

Spini sıfır olan zərrəciyi relyativistik kvant mexanikasında 

təsvir edən tənlik Kleyn-Fok-Qordon tənliyidir. Şredinger 

tənliyininin üzləşdiyi çətinliklər bu tənlikdə aradan qaldırılır. 

Şredinger tənliyinin alınması üsullarından biri də zərrəciyin 

Hamilton funksiyasından istifadə etməkdir. Hamilton funksiyasında 

impulsa qarşı impuls operatoru, enerjiyə qarşı enerji operatoru 

qoyulur, yəni: 
2

( )
2

p
E V r

m
                                       (1) 






ipp ˆ  

t
iEE



 ˆ                                       (2) 
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nisbilik nəzəriyyəsinin tələblərini ödəyən, yəni Lorens çevrilmələrinə 

görə invariant olan tənlik almaq üçün enerji, impuls və kütlə arasında 

nisbilik nəzəriyyəsindən alınan münasibətdən istifadə edək: 

 

42
0

22 cmpcE                                       (3) 

 

(2) əvəzləməsini (3)-də nəzərə alsaq, onda alarıq: 

 


 42

0
222 cmc

t
i 




                               (4) 

 

Lakin operatorun kvadrat kökünün nə demək olduğunu bilavasitə 

bilmədiyimiz üçün, bu ifadənin hər iki tərəfini kvadrata yüksəldək. 

Bu əməliyyat riyazi nöqteyi nəzərdən tam təyin olunmuş tənliyə 

gətirir: 


 42

0
222

2
2 cmc

t





                               (5) 

042
02

2
2222 



















 cm

t
c                               (6) 

 

(6) tənliyi, sərbəst zərrəcik üçün Kleyn-Fok-Qordon tənliyidir. Bu 

tənlik spini sıfır olan zərrəciklərin relyativistik dalğa tənliyidir. Bu 

tənliyi relyativistik invariant şəkildə yazmaq üçün 4 ölçülü vektor-

operator daxil edək: 

),( rctxgx v
v


   

          pp
ct

i
x

ip ˆ,ˆ
)(

ˆ 0


 























                      (7) 

 

Onda (6) tənliyini aşagıdaki formada yaza bilərik : 

 


 22

0
ˆˆ cmpp                                      (8) 
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  0ˆˆ 22
0

 
 cmpp  

və ya: 
2 2
0

2

m c 
 

 

0                                    (9)  

Burada 
2

2

2

1

tc 


  - Dalamber operatorudur. Bilavasitə (8) 

tənliyinin Lorens invariant olduğunu göstərə bilərik, 
 pp ˆˆ - Lorens 

invariantdır. (9) tənliyinə kütlə həddinin - 


22
0 cm

 daxil olmasını 

nəzərə almaqla klassik dalga tənliyi kimi baxa bilərik. Bu tənliyin 

sərbəst həlli asağıdakı şəkildə olacaqdır: 

 

  
















 rpxp

i
xp

i 


0

0expexp 
  

 







 Etrp

i 


exp                                    (10) 

 

(10) ifadəsini (8)-də nəzərə alsaq, onda alarıq: 

 









 





  xp

i
ppcmpp


expˆˆˆˆ 22









 


 xp

i
pp


exp  

 


















 





 xp

i
cmxp

i
pp


expexp 22

0  

22
0 cmpp  


 

və ya  
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22
02

2

cmpp
c

E



 

2242
0 pccmE


                               (11) 

 

Beləliklə KFQ (8) tənliyinin iki həlli -   2/1222
0 pcmcE


  

müsbət enerjiyə uyğun həll və   2/1222
0 pcmcE


  mənfi enerjiyə 

uyğun həlləri mövcuddur. Mənfi enerjiyə uyğun həll antizərrəciyi 

təsvir edir.  

4 - ölçülü cərəyan sıxlığının - j  aşkar ifadəsini tapmaq üçün 

(8) ifadəsindən istifadə edək: 

 

        0ˆˆ 22
0  

 cmpp                             (12) 

 

Bu ifadədən kompleks qoşma alaq : 

 

  0ˆˆ 22
0  

 cmpp                            (13) 

 

(12) ifadəsini soldan 
 -a, (13) ifadəsini isə sağdan  -ə vurub 

tərəf-tərəfə çıxsaq, onda: 

 

    0ˆˆˆˆ 22
0

22
0    




 cmppcmpp           (14) 

və ya  

 

    022
0

222
0

2    



 cmcm  . 

 

Buradan da, 

  0  



  j                          (15) 

 

4- ölçülü cərəyan sıxlığı - j  aşağıdakı kimi təyin olunur:  
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 
02

i
j

m


                            (16) 

       
2

02

i

t t tm c

 
 




    
         

 

0

0
2

i
div

m
     
         

 
                       (17) 

 

(17) tənliyi bilavasitə kəsilməzlik tənliyidir. 

 

0



jdiv

t


.                                    (18) 

 

Burada   - yüklərin həcmi sıxlığıdır. (18) tənliyini bütün 

konfiqurasiya fəzası üzrə inteqrallasaq: 

 

3 3 3 0
V V V F

d x d x divjd x jdF
t t t

   
        

  
.           (19) 

 

Bərabərliyin sağ tərəfi 

 

3 3

V V

d x d x
t t




 
 

 
. 

Sol tərəf isə  
3 0

V F

div jd x jdF   . 

olar. Onda  

3 0
V

d x
t







 

alarıq. Buradan uyğun olaraq  
3

V

d x const  . 
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Bu zamana görə sabitdir. Yük sıxlığını təbii olaraq belə yaza 

bilərik: 

  
2

0

.
2

i

t tm c

 
  




  
     

                        (20) 

 

Amma buna baxmayaraq (20) ifadəsinin interpretasiyasında 

problem yaranır. Verilmiş t  zamanı üçün   və 
t


 ixtiyari 

qiymətlər ala bilir: Yəni (20)-də ),( tx  həm müsbət, həm mənfi ola 

bilir. (20) ifadəsinin qeyri-relyativistik yaxınlaşmasında 

 

2 2
0 02 2

i i E E

t t i im c m c

     
  

  


    
              

 

2 2
0 0

2
,

2

E E

m c m c

  

   

2
0

E

m c






 . 

 

Göründüyü kimi  ~ E  və E  - həm müsbət, həm də mənfi 

qiymətlər alır.   ehtimal sıxlığı isə mənfi ola bilməz. Deməli, KFQ 

nəzəriyyəsində dalğa funksiyası ehtimal sıxlığını təyin edə bilməz. 

KFQ tənliyinin əsas çətinliyi də budur. 

 

§ 3. Kleyn-Fok-Qordon sahəsinin enerji - impuls tenzoru 

 

Klassik mexanikada enerji Laqranj funksiyası ilə aşağıdakı 

kimi təyin olunur: 

LqH
i

ii  
                                      (1) 

Klassik mexanikada sistemin Laqranj funksiyası aşağıdakı 

kimidir: 
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2222

2222 kxqmkxm
L 


                           (2) 

 

Burada q – ümumiləşmiş koordinatdır. Sistemin tam enerjisi isə: 

22

22 kxqm
H 


                                       (3) 

kimidir. (2) - ifadəsindən 
2

2kx
 - ni tapıb, (3) – də yerinə yazaq: 

L
qmkx


22

22 
 

LqmL
qmqmkxqm

H  2
2222

2222



 

 

qm   əvəzləməsini aparıb, cəm götürsək, (1) ifadəsini alarıq. 

Klassik hərəkət tənliyi təsir inteqralının variasiyasından 

aşağıdakı formada tapılır: 

  0Ldt
                                          (4) 

 

Bu isə öz növbəsində aşağıdakı şəkildə Laqranj tənliyinə 

gətirir: 

0)( 









ii q

L

q

L

dt

d

                                      (5) 

 

Sahə nəzəriyyəsində də analoji konsepsiyaya əsaslanaraq 

Laqranj sıxlığından istifadə edirlər. Sahə nəzəriyyəsində Laqranj 

sıxlığı aşağıdkı şəkildə işarə olunur: 

 

,
x


 




 
 

                                          (6) 

 

Yəni (6) Laqranj sıxlığını həcm üzrə inteqrallasaq Laqranj 

funksiyasını alarıq: 
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3,
V

L d x
x


 




 
   

                                (7) 

 

Ümumiyyətlə Laqranj sıxlığı - dalğa sahəsinin  -

variasiyasından və həmçinin  x /  törəməsindən asılıdır. Amma 

burada yüksək tərtibli törəmələrə baxılmır. Çünki belə olan halda bu 

törəmələr qeyri-lokal nəzəriyyəyə gətirir. Ona görə (4) variasiya 

prinsipini belə yaza bilərik: 

3,Ldt d xdt
x


 


  

 
    

 
 

4, 0d x
x


 


 

 
   

 
                          (8) 

4, d x
x


 




  



  
    

  
 

      4 0
( / )

d x
x x


 








  
  
    

                      (9) 

 

Burada variasiya ilə törəmənin yerini dəyişmə mexanizmindən 

istifadə edək: 

 

( ) ( )
x x x x


      


    
   

   
   

       
  (10) 

(9) ifadəsində ikinci həddə hissə-hissə inteqrallama formulunu tətbiq 

etsək alarıq: 

 

  4

( / )
d x

x x
  

 

 
 

   
   

      
 

4 4

( / )
d x d x

x x
  

 

 
 

   
           
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2

1
/

( / )

a

a
x








 
                             (11) 

 

Burada   -nın variasiyası inteqralın sərhədlərində sıfıra bərabər 

olduğundan, yəni 

2

1
/ 0

( / )

a

a
x








 

  
 

onda alarıq: 

            4 0
( / )

d x
x x

  
 


 

   
   

      

 

 

Bu tənlik  -nın ixtiyari variyasiyası üçün doğru olduğundan sahə 

üçün Eyler-Laqranj tənliyini alırıq:
 

 

0
( / )x x 

 
 

  
  

    
                       (12) 

 

İndi isə Laqranj formalizmini Kleyn-Fok - Qordon sahəsi üçün 

tətbiq edəcəyik. Bu hal üçün biz iki sahəyə,  və
  sahələrinə 

baxacağıq. Həmçinin 
 
sahəsinin həqiqi və xəyali hissələrini asılı 

olmayan sahələr kimi daxil edəcəyik. Onda Laqranj funksiyasının 

sıxlığını aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

, , ,
x x 

 
 




  
    

 























 









2

22
0

0

2

2 

 cm

xx
g

m
                   (13) 

burada 0
2 2/ m  - əmsalının seçilməsi 3d x  kəmiyyətinin ölçü 

vahidinin enerji vahidi olması ilə əlaqədardır. (13) ifadəsindən bir 

başa alınır ki, əgər,  və 
  skalyar sahəni təsvir edirlərsə,  - 
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Lorens skalyardır. Onda (13) ifadəsi Lorens invariantlığını ödəyir. 

(13) ifadəsini (12)-də nəzərə alsaq, alarıq: 

 

0;
( / )x x  

  
  

   
 

0
2

1
2

22
0

0

2























 








 

 cm

x
g

xm
                  (14) 

və ya 
2 2
0

2
0

m c
g

x x


 

   
  

 
                         (15) 

 

Analoji olaraq   sahəsi üçün alarıq  

 

0;
( / )x x  

  
  

   
 

2 22
0

2
0

1
0

2

m c
g

m x x


 







  
  

   

                    (16) 

və ya 
2 2
0

2
0

m c
g

x x


 

   
  

 
                         (17) 

 

Uyğun olaraq (13) Laqranj sıxlığı  və   üçün dəqiq Kleyn-

Fok-Qordon tənliyinə gətirir. Sahənin enerjisi və impulsu, enerji - 

impuls tenzoru ilə aşağıdakı kimi təsvir olunur: 

 

( / )
T g

x x

 
  

 





 
 

   
                       (18) 

Enerji sıxlığı ( )x  (18) Enerji - impuls tenzorunun 0
0T  

komponentinə ekvivalentdir, yəni:  
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0
0( ) ( )x T x                                       (19) 

 

(13) ifadəsindən istifadə etməklə 

( / ) ( / )
T g

x x x x

 
    

 

 





   
     
       

 

 

     
2

02
g g

m x x x x

 
   

        
    

   

  

 

2 2
0

2

m c
g g

x x

 
 

 
 




  
    
     

                    (20) 

 

alarıq. Uyğun olaraq 
0

0T  -tenzoru üçün 

2
0 0 0

0 0 0
0

( )
2

x T g g
m x x x x

 
 

        
     

   

 

 

2 2 2
00
02 0 0

02

m c
g g

mx x x x


 

   
 

 


     
             

 

2 23
0

0 0 0 0 2
1

i i
i

m c

x x x x x x

     
 

  




      
        

        

 

  
2 22
0

2 2
0

1
.

2

m c

m t tc

 
   


 

  
       

   

           (21) 

 

H enerjisi isə )(n  müstəvi dalğanın enerjisidir. )(n  - 

müstəvi dalğası isə aşağıdakı kimi təyin olunur: 
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







 )(exp

3

2
0

)( tExp
i

EL

cm
npn

np
n 


                    (22) 

 

Burada L – )(n  müstəvi dalğasının yayıldığı kub formalı 

qutunun tilinin uzunluğudur (Şəkil 1). H enerjisini və 3L  həcmindəki 

enerji sıxlığını həmin həcm üzrə inteqrallamaqla tapmaq olar: 

 

 
Şəkil 1 

222
0 3 0

( ) 0 3 2 2
3 3 0

( )
( , )

2

pn
n

pL L n

Em c
H T n d x

m L E c



     



 

2 2 2 2
30 0 0

3 2 2 3
n n

p pn n

m c p p m c m c
d x

L E L E


    



 

222
2 2 2 30

03 2 2
02

pn
n

pn

Em c
p m c L

m L E c

 
     
 
 

 

np
np

np

EL
c

E

EL

cm

m
 3

2

2

23

2
0

0

2 2

2 


                     (23) 

Bir daha qeyd edək ki, (13) Laqranj sıxlığının ifadəsində 

0
2 2/ m  sabitinin daxil edilməsinin səbəbi )(n  dalğasının 

npE  

enerjisi daşımasıdır. (23) ifadəsi göstərir ki, )(n  dalğası da 
npE  
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enerjisini daşıyır. Beləliklə, buradan çox maraqlı nəticə almış oluruq. 

Müstəvi )(n  dalğası mənfi və müsbət yüklərin yaratdığı dalğaları 

təsvir edir və hər iki dalğanın enerjisi 2/122
0

2 )( cmpcE nnp   

formulu ilə təyin olunur. Uyğun olaraq, burada enerji iki xüsusiyyətə 

malikdir, bir tərəfdən 
npE  müsbət yükləri xarakterizə edir, onun 

yaratdığı dalğa ( ) ~ exp ( ) /pi p r E t 
     ilə təsvir olunur, 

npE  isə mənfi yükləri xarakterizə edir və onun yaratdığı dalğa 

( ) ~ exp ( ) /pi p r E t 
     ilə təsvir olunur. Digər tərəfdən pE  

həmişə zərrəciyin enerjisidir. 

 

 

§ 4. Spini sıfır olan zərrəciklərin elektromaqnit sahəsi ilə 

qarşılıqlı təsiri 

 

Elektromaqnit sahəsi 4 ölçülü vektorla təsvir olunur və 

aşağıdakı kimi işarə olunur: 

    v
v

zyx AgAAAAAAA   ,,,, 00


, 

 AAAgA v
v


 ,0 .                               (1) 

 

Qeyri-relyativistik kvant mexanikasında elektromaqnit 

sahəsinin potensialları sahə tənliyinə aşağıdakı kimi daxil edilir:  

 

A
c

e
ipeA

t
iE





 



 ,ˆ

0                         (2) 

(2) ifadəsini 4- ölçülü kovariant halda belə yaza bilərik: 

 A
c

e
pp  ˆˆ  və ya  A

c

e
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(3) ifadəsini 
 22

0ˆ cmpp   - Kleyn -Fok-Qordon tənli-yində 

nəzərə alsaq, onda elektromaqnit sahəsi üçün yazılmış Kleyn – Fok - 

Qordon tənliyini alarıq: 
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(5) ifadəsini aşkar şəkildə yazmaq üçün aşağıdakı çevirmələri edək: 
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Yük və cərəyan sıxlığını hesablamaq üçün (5) ifadəsini soldan 
  - funksiyasına, onun kompleks qoşmasını isə  - yə vurub tərəf-

tərəfə çıxsaq onda alarıq: 
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(7) ifadəsindən bilavasitə 
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alarıq. (8) ifadəsi A  elektromaqnit sahəsində 4-ölçülü cərəyan 

sıxlığıdır. Onda aşağıdakı, yəni 4-ölçülü cərəyanın ödədiyi 

kəsilməzlik tənliyini belə yaza bilərik: 
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(8) ifadəsindən yük sıxlığı və 3- ölçülü cərəyanın sıxlığı üçün alarıq: 
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Fərz edək ki, mənfi yüklü zərrəcik Kulon potensialı sahəsindədir, 

yəni: 
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0  ArVZereA
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Kleyn-Fok-Qordon tənliyinin stasionar halda həlli aşağıdakı 

kimidir: 
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 -zərrəciyin enerjisidir. Onda yük sıxlığı üçün 
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alarıq. Beləliklə, yük sıxlığı üçün aşağıdakı münasibətləri alarıq: 

 

)(,0 0 xeA   

)(,0 0 xeA  .                                (15) 

 

Məsələn   mezon üçün 0 ,   mezon üçün isə 0 . 
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§ 5. Kleyn–Fok–Qordon tənliyinin qeyri-relyativistik limiti 

 

Əvvəlcə sistemin dalğa funksiyasını yazaq: 
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Burada, dalğa funksiyasının zamandan aslılığını iki cür daxil 

edirik: həddin birində sükunət kütləsindən asılılıq da vardır. Qeyri 

relyativistik limitdə tam və sükunət enerjiləri arasındakı fərq çox 

kiçikdir. Ona görə 
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buradan alırıq ki, E  kinetik enerji qeyri relyativistikdir, yəni  
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Uyğun olaraq, 
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(4) ifadəsini Kleyn–Fok–Qordon tənliyində, yəni 
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(6) tənliyi Kleyn–Fok–Qordon tənliyinin qeyri–relyativisik 

limitidir. Eyni zamanda (6) tənliyi sərbəst zərrəcik üçün Şredinger 

tənliyidir. 

 

 

§ 6. Kleyn-Fok-Qordon tənliyi Şrendinger tənliyi formasında 

 

Kleyn-Fok-Qordon tənliyi zamana və fəzaya görə ikinci tərtib 
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Kleyn-Fok-Qordon tənliyi çox asanlıqla iki əlaqəli diferensial 

tənliyə çevrilir: 
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(3) və (4) tənlikləri yuxarıdakı (2) Kleyn-Fok-Qordon tənliyinə 

ekvivalentdir. (3) və (4) tənliklərini tərəf tərəfə toplasaq və çıxsaq 
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(5) tənliyi Kleyn-Fok-Qordon tənliyidir. (5) ifadəsindəki tənlikləri 

bir tənlikdə birləşdirmək olar. Buna görə iki komponentli sütun 

vektoru daxil edək: 
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və aşağıdakı Pauli və vahid matrislərindən istifadə edək: 
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(7) matrisləri aşağıdakı münasibətləri ödəyir, yəni: 
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(6)-(8) ifadələrindən istifadə edərək (3) və (4) tənliklərini Şrendinger 

tənliyi formasında yaza bilərik: 
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Burada Ĥ  sərbəst zərrəciyin Hamilton operatorudur.  
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(9) tənliyindən və aşağıdakı ifadədən istifadə etsək: 
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Çox asanlıqla göstərmək olar ki, (6) vektorunun hər bir 

komponenti individual şəkildə Kleyn-Fok-Qordon tənliyini ödəyir. 
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Yük sıxlığı üçün alarıq: 
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Cərəyan sıxlığı Şredinger təsvirində aşağıdakı formada təyin 

olunur: 
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Yük sıxlığının normallanması aşağıdakı şəkildə olur: 
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Yeni təsvirdə sərbəst zərrəciyin hərəkətini yenidən araşdıraq: 
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(17) ifadəsini (9) da yazıb və (10) ifadəsini nəzərə alsaq, onda alarıq: 
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  uyğun olaraq (19) tənliklərinin həllindən tapılır: 
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(20) tənliklər sisteminin həllinin mövcudluğu üçün o və 0  

əmsallarından təşkil olunmuş determinant sıfıra bərabər olmalıdır. 
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Buradan alırıq ki, 
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§ 7. Elektromaqnit sahəsi üçün Kleyn-Fok-Qordon tənliyinin 

qeyri relyatvistik limiti  

 

Elektromaqnit sahəsi üçün Kleyn-Fok-Qordon tənliyi aşağıdakı 

kimidir: 
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),( tr


  - dalğa funksiyasının qeyri-relyativistik hissəsini xarakterizə 

edir və onun üçün aşağıdakı münasibət ödənir: 
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(3) - ifadələrində birinci hədd qeyri-relyativistik enerjinin sükunət 

enerjisindən, ikinci hədd isə skalyar potensialın sükunət enerjisindən 

kiçik olduğunu göstərir. Potensialların belə kiçik olması rabitə 

enerjisinin böyüməsinə gətirib çıxara bilər və sonda qeyri-

relyativistik limit mövcud olmaya bilər. Beləliklə, alarıq: 
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 (3) şərtini nəzərə alsaq kiçik kvadratik hədləri nəzərə almasaq və (5) 

ifadəsini (1)-də yazmaqla alarıq: 
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(7) tənliyi elektromaqnit sahəsi üçün Şredinger tənliyidir. Qeyd 

etmək lazımdır ki, şüalanma məsələlərini öyrənərkən (7) tənliyinə 

Kulon kalibrovkasında baxmaq lazımdır, yəni: 

 

0Adiv


                                             (8) 

 

Lorens kalibrovkasında isə (7) tənliyində sonuncu iki hədd yox 

olur, yəni: 
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Bu Lorens kalibrovkasıdır.  

 

 

§ 8. Yüklü Kleyn-Fok-Qordon sahəsi 

 

Ümumiyyətlə Kleyn-Fok-Qordon tənliyi ilə real yüksüz və 

yüklü kompleks sahələrə baxmaq mümkündür. Yüklü kompleks sahə 

üçün göstərdik ki, cərəyan sıxlığı 
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İndi isə yüklü sahəni bir qədər ətraflı öyrənək. Kompleks dalğa 

funksiyasını həqiqi və xəyali olmaqla iki komponentə ayıraq, yəni 
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Burada )(1 x  və )(2 x  həqiqi funksiyalardır. Əgər )(x  

funksiyası Kleyn-Fok-Qordon tənliyini ödəyirsə, yəni: 
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Burada - Dalamber operatorudur. Onda )(1 x  və )(2 x  

funksiyaları da birbaşa Kleyn-Fok-Qordon tənli-yini ödəyirlər, yəni: 
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Əgər iki )(1 x  və )(2 x  sahələri asılı olmadan 21 mmm   

halı üçün Kleyn-Fok-Qordon tənliyinin həllidirlərsə, onda həmin 

tənlik kompleks sahənin də həllidir, yəni: 
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ifadəsində  və * -ləri bir-biriləri ilə qarşılıqlı dəyişsək, onda əks 

yükün ifadəsini alarıq. Bu mexanizmi pionlara ),,( 0 
 tətbiq 

etmək olar. 
0 - neytral zərrəcik olduğundan həqiqi dalğa funksiyası 

ilə xarakterizə olunur. 
 və 

  yüklü sahə yaratdığından kompleks 

sahələrlə təsvir olunurlar, yəni: 
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§ 9. Dirak matrisləri və onların alınması 

 

Dörd ölçülü (4x4) i və i (i=1,2,3) Dirak matrisləri iki 

ölçülü (2x2) '
i Pauli və vahid I=diag(1,1) matrislərindən aşağıdakı 

hesablama vasitəsi ilə alınır. Qeyd etdiyimiz kimi Pauli və vahid 

matris aşağıdakı şəkildədir: 
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i və i  Dirak matrisləri 
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və I vahid matrislərinin tenzor 

hasilindən aşağıdakı formada alınır: i  matrisləri I vahid matrisinin 

i  matrisinə düz hasilindən alınır: 
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



















































0100

1000

0001

0010

01

10
1

01

10
0

01

10
0

01

10
1

; 
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






 











0

0

10

01

i

i
I yy   






















































 








 








 







 




000

000

000

000

0

0
1

0

0
0

0

0
0

0

0
1

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

; 






















10

01

10

01
zz I   

 


























































































1000

0100

0010

0001

10

01
1

10

01
0

10

01
0

10

01
1

 

 




















10

01

01

10
1 Ix  















































































0010

0001

1000

0100

10

01
0

10

01
1

10

01
1

10

01
0

; 

 

















 


10

01

0

0
2

i

i
Iy  




















































































000

000

000

000

10

01
0

10

01

10

01

10

01
0

i

i

i

i

i

i

; 
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




















10

01

10

01
3 Iz  




















































































1000

0100

0010

0001

10

01
1

10

01
0

10

01
0

10

01
1

; 

 

i və i  Dirak matrisləri üçün aşağıdakı münasibətlər doğrudur: 

;1222  zyx   

2 2 2

1 2 3

; ;

; 1

x y y x z y z z y x

z x x z y

i i

i

         

       

     

     
 

 

1 2 2 1 3 2 3 3 2 1

3 1 1 3 2

; ;i i

i

         

    

     

  
 

 

  və   matrislərindən istifadə edərək  - matrislərini aşağıdakı 

formada təyin edə bilərik: 

301 ;  


 

 

Dörd ölçülü   matrisləri aşağıdakı eyniliyi ödəyir: 

 

  2  

 































10

01
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01
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012
0  











































10

01

0

0

0

0

0

0

2

2
2

i

i

i

i

i

i
i














 

12
3

2  i  
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033  ii   

 

axırıncı ifadənin hərə tərəfini sağdan 3  - ə vuraq: 

2
3 3 3 0i i     

 

33  ii   

 

Matrislərin hasilinin izi, yəni diaqonal elementlərinin cəmi 

üçün aşağıdakı eyniliyin doğruluğunu nəzərə alsaq, onda alarıq: 

 

ˆ ˆˆ ˆTr AB Tr BA   
   

 

33  ii   

0

)()( 33
2
333





ii

iiii

TrTr

TrTrTrTr




 

 

Yeni   matrislərini daxil edək: 

),( 0  


  

Burada 00
0    və 


0  qəbul olunmuşdur.  

 













10

01
00 

 











0

0
0

i

i




 




 
  g2  

( ) , ( 1, 2, 3)i i i      
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§ 10. Dirak tənliyi 

Spini 
2

1
 olan zərrəciklər üçün nisbilik nəzəriy-yəsinin 

tələblərini ödəyən Dirak tənliyini çıxarmaq üçün Kleyn-Fok-Qordon 

tənliyində olduğu kimi enerji, kütlə və impuls arasındakı relyativistik 

münasibətdən istifadə edək: 

 

42
0

22 ˆˆ cmpcEH 


                                 (1) 

 

Operatordan kök almaq üçün i və i - Dirak matris-lərindən 

istifadə edək. Əgər (1) ifadəsini 

 

)ˆ(ˆ
031 cmpcH  


                      (2) 

 

şəklində yaza biliriksə, onda, mütləq 

 

 )()( 13310
2
1

2
1

2
031  pcmpcmp


 

2 2 2 2 2
0 3 0m c p m c                                     (3) 

 

olması üçün i  matrisləri aşağıdakı şərti ödənməlidir: 

12
3

2
2

2
1                                            (4) 

 

,, 112332311221  ii   

23113  i                                    (5) 

 

 Kök altında, həmçinin irrasional diferensial operator 








 22ˆˆ pp                            (6) 

 

olduğuna görə yuxarıdakı ifadə ilə yanaşı, əgər  
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zzyyxxzyx ppppppp ˆˆˆˆˆˆˆ 2222  


                (7) 

 

şəklində yazırıqsa, onda: 

 

 2222222222 ˆˆˆˆˆˆˆ
zzyyxxzyx ppppppp 


 

 zxxzzxyxxyyx pppp ˆˆ)(ˆˆ)(   

2ˆˆˆ)( ppp zyyzzy


                             (8) 

 

olması üçün )3,2,1( ii matrisləri də aşağıdakı münasibətləri 

ödəməlidirlər: 

1222  zyx   

xyzzyzxyyx ii   ; ,     

yzxxz i  .                                 (9) 

Beləliklə, hər iki münasibəti nəzərə alaraq enerji operatorunu 

rasional şəkildə yaza bilərik: 
3

2

1 3 0

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )x x y y z zH c p p p m c c p 


     


             (10) 




 və 


 matrislərindən istifadə etsək   matrisini aşağıdakı formada 

təyin edə bilərik: 

1 0 3;                                       (11) 

 

 -matrisinin (11) şəklində təyin olunması yuxarıdakı münasibətlərin 

ödənməsini göstərir, yəni: 

 

0 1 2 3, , ,x y zp mc p p p p p p                   (12) 




























3

0

3

0

2





  pcpcE  
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3 3
2

0 0

c p p   
 

 
 

   

2 3 3

0 0

( )
2

c
p p     

 

   
 

                    (13) 

 

Digər tərəfdən, aşkardır ki,  




3

0

242222


 ppccmpcE


                (14) 

Bu iki bərabərlikdən   - kəmiyyətlərinin ödədiyi əsas şərti 

alırıq: 

  2                               (15) 

və ya 

I 2;    

 































10

01
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01

10

012
0  











































10

01

0

0

0

0

0

0

2

2
2

i

i

i

i

i

i
i












  

,

0000

0010

0100

1000

,

1000

0100

0010

0001

10














































                 (16) 

 



































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













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,
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32 

i

i

i

i

. 
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  matrisləri ermitlik şərtini ödəyirlər. Doğrudanda,  matrislərini 

transponirə edib, kompleks qoşmalarını götürsək: 

 

  00i ,   
ii  

 

alarıq. Dirak tənliyini almaq üçün  matrislərini E-nin ifadəsində 

yerinə yazaq: 

  2
00

2 mcpcpcmcE ii  


                    (17) 

 

E və p


-ni uyğun operatorlarla əvəz etsək:  











 ipp

t
iEE ˆ,ˆ                           (18) 

Onda  

  2
0

ˆˆ,ˆ mcpcHH
t

i 





 
                         (19) 

və ya 

  
 2

0
ˆ mcpc

t
i 



 
                               (20) 

alarıq. Bu sərbəst zərrəcik üçün Dirak tənliyidir. 

 

§ 11. Sərbəst zərrəciyin hərəkəti üçün Dirak tənliyinin həlli 

 

Zamandan asılı Dirak tənliyi aşağıdakı formadadır: 

 

 ;ˆˆˆ 2
0 


cmpc

t
i 



 
  0                             (1) 

 

Stasionar halda dalğa funksiyası belə təyin olunur: 

 















 t

i
xtx 


exp)(),(                               (2) 



43 
 

Stasionar Dirak tənliyi aşağıdakı kimidir: 

 

)(ˆ)( xHx                                          (3) 

4-komponentli  -spinorundan iki komponentli   və   spinorlarına 

keçək: 














































4

3

2

1

                                      (4) 

Burada 




















4

3

2

1
,









                                      (5) 

 






















i

i

i

i
i











ˆ0

0ˆ
,

0ˆ

ˆ0
ˆ  

2
0

ˆ0 1 0ˆ
ˆ 0 10

c p m c
   


  

       
                 

                 (6) 

və ya 

  2 2
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ,c p m c c p m c           .                 (7) 

 

İmpulsun təyin olunmuş qiymətləri üçün: 

0

0

exp
i

px


 

     
      

     
                                (8) 

 

(8) ifadəsini (7) də nəzərə alsaq onda   və χ üçün olan tənlikləri 0  

və 0  üçün də alarıq: 

 

 
  0ˆˆ

,0ˆˆ

0
2

0
2

0

00
2

0
2









cmpc

pccm





                              (9) 
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(9)-bircins xətti tənliklər sistemidir. (9) tənliyinin trivial olmayan 

həlli o zaman mövcuddur ki, dəyişənlərin əmsalından düzəldilmiş 

determinant sıfıra bərabər olsun. 

 

 
 

0
ˆˆ

ˆˆ

2
0

2

2
0

2






cmpc

pccm









                        (10) 

     0ˆˆˆˆ242
0

2  ppccm


                            (11) 

 




























 BAiBABA
ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ


  

 

eyniliyindən istifadə etsək: 

 

       2 2 4 2 2
0

ˆm c c p    

   2 2 4 2 2
0

ˆm c c p                                  (12) 

 

pE   , 2 2 2
0

ˆ
pE c p m c                           (13) 

 

Zamanın evolyusiya faktorunda pE    iki işarənin olması, 

Dirak tənliyinin iki tip həllinin olması ilə əlaqədardır. Biz bunları 

müsbət həll (müsbət enerjiyə uyğun) və mənfi həll (mənfi enerjiyə 

uyğun) adlandırırıq. (9) tənliyindən fiksə olunmuş   üçün alırıq: 

 

 
02

0

0

ˆˆ










cm

pc


                                     (14) 

 

İki spinorlu 0  -ı aşağıdakı kimi işarə edək: 

   









2

1
0

U

U
U                                        (15) 
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U  - funksiyası üçün normallanma şərti belədir: 

 

   12
*
21

*
1  UUUUUU .                             (16) 

 

Ümumi halda 1U  və 2U funksiyaları kompleksdir. (2) və (8) 

ifadələrindən istifadə edərək müsbət və mənfi enerjiyə uyğun Dirak 

tənliyinin sərbəst zərrəcik üçün həllərini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

 

 
2

0

exp

ˆ( , )
2

p

p

p

px E t

U

c px t N
U

m c E





 




  
  
  
  
 

   
    

  
 
  

          (17) 

 

Burada 1, ,pE     N -normallaşma sabiti, normallaşma 

şərtindən tapılır: 

 
3( , ) ( , ) ( )p px t x t d x p p     

                        (18) 

 

Uyğun olaraq 

  

 

2

2

2
2

0

ˆ ˆ

1

p

c p p
N U U U U

m c E

 



 

 
 

  
 
 

             (19) 

 

 

 

2
2

2 2
02

2 2
2 2 2 2

0 0

1 1
p

p p

m c Ec p
N N

m c E m c E c p



 

 
 

     
   
 
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 
 

2
2

0

2 4 2 2 2 2
0 02

p

p p

m c E

m c c p m c E E








  
= 

 
 

2
2 2

0 0

2
0

22

p p

pp p

m c E m c E

Em c E E

 

 

 
 


 

 

(17) dalğa funksiyası implusun məxsusi funksiyasıdır, yəni: 

 

ˆ ( , )p pp p x t                                     (20) 

 

İmplusun hər bir qiymətinə iki müxtəlif həll uyğundur: 

)(1 pE   və )(1 pE  . Beləliklə, yekun olaraq sərbəst 

Dirak dalğalarının z oxu istiqamətində yayılmasını nəzərə alsaq, 

onda məxsusi dalğa funksiyasını aşağıdakı formada yaza bilərik: 

 








 









































 

)(
exp

0

1ˆ

0

1

2
0

2/1,,

tEpzi

Ecm

pc
N

p

p

z
p






         (21) 








 









































 

)(
exp

1

0ˆ

1

0

2
0

2/1,,

tEpzi

Ecm

pc
N

p

p

z
p






        (22) 

 

Məxsusi funksiyaların ortonormallıq şərti: 

 

)(''
3

' zzsszspsp ppxd
zzzzzz


                   (23) 
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§ 12. Neytrino üçün Dirak tənliyi 

 

Dirak tənliyini neytrino üçün həll edərək, spirallıq və 5  

operatorlarının məxsusi qiymətlərini hər iki enerji halı üçün tapaq. 

Bunun üçün Dirak matrislərinin standart təsvirindən istifadə edək: 

 













I

I

0

0
̂ ,     










0

0
ˆ




 



.                           (1) 

 

Dirak tənliyindən 

2
0 0i i c m c

t


  


   


                         (2) 

 

00 m  qəbul etsək, onda: 

 ˆi i c H
t


  


   


                            (3) 

 

alarıq. (3) tənliyinin həlini stasionar halda olduğu kimi aşağıdakı 

formada yaza bilərik, 
/iEte                                        (4) 

Onda 

E i c                                          (5) 

 

alarıq. (5) tənliyinin həllini müstəvi dalğa ilə ifadə edə bilərik. 

 
/ ( )ipe u p                                         (6) 

 

(6) ifadəsini (5)-də nəzərə alsaq, onda alarıq: 

 

ˆ( ) ( )Eu p c pu p                                     (7) 

Burada 

cpEE p


  
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alınır. Dirak matrislərinin standart təsvirindən istifadə etsək onda  

 
3210

5  i  

matrisi üçün alarıq: 











0

0
5

I

I
  

və həmçinin 

5

ˆ ˆ0 0 0ˆ ˆ
ˆ ˆ0 0 0

I

I

 
 

 

    
              

 

 

alırıq. Onda (3) tənliyindəki Hamiltonianı 5
ˆˆ ˆ ˆĤ c p c p     

şəklində yaza bilərik. Buradan alınır ki, Hamilton Ĥ  operatorunun 

məxsusi funksiyası eyni zamanda 
ˆˆ

ˆ

p

p
  spirallıq və 5  

operatorlarının məxsusi funksiyasıdır. 00 m  qəbul etsək Dirak 

tənliyində U spinoru üçün 4 xətti asılı olmayan həll alarıq. Z oxunu 

p


 impulsu istiqamətində götürsək, onda U spinoru üçün aşağıdakı 

hallar mümkündür.  

Spirallıq: 

 

+1        -1               +1     -1 

 









































1

0

1

0

0

1

0

1

.           











































1

0

1

0

0

1

0

1

 

 

Müsbət enerji                 Mənfi enerji 

5  operatorunun  məxsusi qiymətləri aşağıdakı kimidir: 
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E -Spirallıq  
5

j -in məxsusi qiymətləri 

......pE      1......1   

......pE            1......1   

......pE         1......1   

......pE     1......1   

Göründüyü kimi 
5

j  və spirallıq operatorları enerjinin müsbət 

qiymətlərində eyni məxsusi qiymətə malikdirlər. Enerjinin mənfi 

qiymətində isə işarəcə fərqlənən müxtəlif qiymətlərə malikdirlər. 

 

§ 13. İki komponentli Dirak tənliyi 

 

Burada əsas məqsəd sərbəst zərrəcik üçün yazılmış ümumi 

Dirak tənliyini iki komponentli şəkildə yazmaqdır. Sərbəst zərrəcik 

üçün stasionar Dirak tənliyi aşağıdakı şəkildədir: 

 
2

0
ˆ( ) 0E c p mc     

 
                            (1) 

 

(1)  tənliyində 

1
0

2

ˆ0 1 0
, ,

ˆ 0 10

 
  

 

    
            

                    (2) 

 

əvəzləmələri qəbul etsək, onda Dirak tənliyini belə yazmaq 

mümkündür: 

 

1 1 12

2 2 2

ˆ0 1 0ˆ 0
ˆ 0 10

E cp mc
  

  

       
                  

          (3) 

1 2 12

2 21

ˆ
ˆ 0

ˆ
E cp mc

   

  

    
            

                   (4) 
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2
1 2 1

2
2 1 2

ˆ ˆ
0.

ˆ ˆ

E cp mc

E cp mc

  

  

  
  
   

                         (5) 

Buradan 
2

1 2

2
2 1

ˆ ˆ( ) 0

ˆ ˆ( ) 0

E mc cp

E mc cp

 

 

  

  
                           (6) 

və ya 
2

1 2

2
2 1

ˆ ˆ( )

ˆ ˆ( )

E mc cp

E mc cp

 

 

 

 
                              (7) 

 

İkinci tənlikdən 

2 12

ˆ ˆcp

E mc


 


 

 

alırıq. Əgər qeyri relyativistik hala baxırıqsa, onda 2mcE   

 

2 1 1 12 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
.

2

cp cp p

mcE mc mc mc

  
     

 
                  (8) 

Normallanma şərti 

    1)(,1 2211 dVdV                  (9) 

 

ödənməlidir. Beləliklə: 

1 1 1 1

ˆ ˆ
1

2 2

p p
dV

mc mc

 
    
 

    
 

 

1 1 1 12 2

1 ˆ ˆ( )( ) 1
4

p p dV
m c

       
   

 
 

Burada 
2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )( )p p pp i pp p      

 
                       (10) 

olduğundan, 
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2 2

1 1 1 1 1 12 2 2 2
1 1

4 4

p p
dV dV

m c m c
       
   

          
   

             (11) 

2
1 2

2 2

1

1
4

p

m c

 



 

alırıq. Buradan 
2

1 1 1

2 22
2 2 2

2 2

1
1

8
1

4

p

m cp

m c

  

  

      
         

      


               (12) 

Burada 
1

1x 
 ifadəsini 0x   nöqtəsi ətrafında Teylor 

sırasına ayırdıqda 
1 1

1
21

x
x

 


 şərti nəzərə alınmışdır. Beləliklə 

4-komponentli dalğa funksiyası ilə 2-komponentli funksiyalar 
















22

2

8

ˆ
1

cm

p


 normallaşdırıcı vuruqla fərqlənirlər. 

 

 

§ 14. Laqranj sıxlığının və enerji - implus tenzorunun Şredinger 

tənliyindən alınması 

 

Laqranj funksiyasını aşağıdakı formada yaza bilərik 

  
2

*

02
L

m
       

*
* *( )

2
V

i t t

 
   

 
  

 
                          (1) 

Eyler-Laqranj tənliyindən istifadə edərək göstərə bilərik ki, 

Laqranj funksiyasının (1) ifadəsi Şredinger tənliyinə gətirib çıxarır. 

Burada   və 
  funksiyaları bir-birindən asılı olmayaraq 
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variasiyalanır. Eyler və Laqranj tənliyində fəza və zaman 

dəyişənlərini ayırsaq onda alarıq: 

 

 
0

i

i

tx

x

  

    
    

     
 

.                     (2)  

Burada i - cəmləmə indeksi belə dəyişir (i=1, 2 ,3). 

 

 t   
  

   
  

    
                              (3) 

Əvvəlcə variyasiyanı *  funksiyasına görə edək, onda alarıq:  

2
2

0

0
2

V
m i

       .                            (4) 

Analoji olaraq variasiyanı   funksiyasına görə həyata keçirək, 

onda alarıq: 
2

* 2 * *

0

0
2

V
m i

                                (5) 

(4) və (5) ifadələrini   və *  dalğa funksiyaları üçün Şredinger 

tənliyi formasında aşağıdakı formada yaza bilərik:  
2

2

0

ˆ
2

i V H
m

                                  (6) 

2
* 2 * * *

0

ˆ
2

i V H
m

                               (7) 

Burada 

)(
2

ˆ 2

0

2

xV
m

H 


  

sistemin Hamilton operatorudur.  - yə qoşma impulslar aşağıdakı 

kimi təyin olunur: 

*

2

i
 




 


                                        (8) 
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və 

*

* 2

i
 




  


                                      (9) 

Uyğun olaraq Hamilton sıxlığı aşağıdakı kimi təyin olunur: 

 

0

2i i
V

m
 



           .                (10) 

Həmçinin (1) Laqranj sıxlığından istifadə edərək gərginlik 

tenzorunu aşağıdakı formada yaza bilərik: 

( / ) ( / )
T

x x x x

 
    

 


 





   
    
       

          (11) 

(11) ifadəsindən 0
0T - komponentini aşağıdakı formada yaza bilərik, 

yəni 

0 * * *
0 * 2 2

T
i i

    
 

 
      

 
 

 
2

* * *

0

( )
2 2

V
m i

                

2
* *

02
V

m
                                 (12) 

0
0T  - verilmiş sistemin enerji sıxlığının ifadəsidir. Şredinger 

sahəsinin tam enerjisi aşağıdakı kimi hesablanır:  
2

0 3 * * 3
0

0

( )
2

H T d x V d x
m

           

2
* 2 3 * 3

0

ˆ
( )

2
V d x H d x

m
                          (13) 

S -Səthindən keçən enerji selinin hesablanması elektro-

dinamikada Poyintinq vektoruna S E B     analoji olaraq kanonik 

formada aşağıdakı kimidir : 
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3
03

2
02

1
01 TeTeTeS


 .                             (14) 

Burada e


 vahid Kartezian vektorlarıdır. Şredinger sahəsi üçün 

Poyintinq vektorunu aşağıdakı formada yaza bilərik:  

 

*

*( ) ( )
S  

 

 
  

   
 

 
2

* *

02m
                                     (15) 

İmpuls sıxlığı üçün isə 

1 2 3 *
1 0 2 0 3 0 *

( ) ( )p e T e T e T  
 

 
       

 
 

*( )
2i

                                     (16) 

 

 

§ 15. Dirak tənliyinin kovariant formada yazılması 

 

Dirak tənliyini aşağıdaki formada yaza bilərik:  

 

  2
0 0

ˆi c p m c
t


  


 


                               (1) 

(1) tənliyinin hər iki tərəfini 0 - matrisinə vurub və 12
0   

olduğunu nəzərə alsaq onda alarıq: 

0 0 0
ˆ 0

i
p m c

c t


    


   


                         (2) 

 

Yeni   - matrislərini daxil edək: 

),( 0  


                                         (3) 

Burada:  

00
0    və 


0                             (4)  
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qəbul olunmuşdur. İmpuls operatorunun 4 - ölçülü şəklindən istifadə 

edək: 

ˆ ,
i

p i
c t



 
   

 
                                   (5) 

Onda Dirak tənliyini aşkar Lorens kovariantı səklində 

aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ( )

i
p p p p

c t





        


    


 

0
ˆ( ) 0p m c
                                           (6) 

0
  və 


 matrislərinin aşkar şəklini müəyyənləşdirək: 

 

.
0

0
,

10

01
000 


























 




                  (7) 

Bu matrislərin bəzi xassələrini araşdıraq. Aydındır ki: 

 
  g2                                   (8) 

00)(    

Onda: ii  


)(   alırıq. 

 

 

§ 16. Dirak tənliyinin qeyri-relyativistik limiti 

 

Dirak tənliyinin qeyri - relyativistik limitini tapmaq üçün fərz 

edək ki, elektron sükünətdədir, onda:  

  2
0

ˆ ˆ( )i c p m c
t


  


 


                            (1) 

 (1) tənliyində 0ˆ p


 qəbul etməliyik, yəni: 

2
0

ˆi m c
t


 





                                    (2) 

alarıq. Burada ̂ - matrisi aşağıdakı şəkildədir:         
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            











10

01
̂                                           (3) 

(3)-matrisini (2)-də yazsaq  -funskiyası üçün aşağıdakı dörd həlli 

alarıq: 

,exp

0

0

1

0

,exp

0

0

0

1

2
0)2(

2
0)1(




































































































 t
cm

it
cm

i


  

2
(3) 0

0

0
exp ,

1

0

m c
i t

 
    
    
      
 

 
2

(4) 0

0

0
exp

0

1

m c
i t

 
    
    
      
 

  (4) 

(4) ifadələrindən )1(  və )2(  enerjinin müsbət, )3(  və )4(  isə 

enerjinin mənfi qiymətlərinə uyğun gələn həlləridir. Göstərmək olar 

ki, qeyri-relyativistik limitdə Dirak tənliyi 2 komponentli Pauli 

tənliyinə çevrilir. Elektromaqnit sahəsinin 4 - ölçülü vektor 

potensialını daxil edək: 

)}(),({ 0 xAxAA


                                     (5) 

ˆˆ ˆ
e

p p A
c

                                        (6) 

Burada 
̂ - kinetik impuls operatoru, 

p̂ -isə kanonik 

impulsdur. (6) ifadəsini (1) tənliyində nəzərə alsaq onda alarıq: 

 

2
0 0

ˆ ˆ ˆe e
c i A c p A m c

ct c c
   

    
       

    
               (7) 

və ya  

2
0 0

ˆ ˆ ˆe
i c p A eA m c

t c


  

   
    

   
                    (8) 
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(8) ifadəsindən elektromaqnit sahəsi ilə qarşılıqlı təsir hamiltonianını 

aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

0 0
ˆ ˆˆ e e

H c A eA A eA
c c
                               (9) 

burada 

ˆ
ˆ ˆdx

c
dt

                                         (10) 

relyativistik sürət operatotudur. (9) ifadəsi elektromaqnit sahəsində 

hərəkət edən nöqtəvi yüklü zərrəciyin klassik qarşılıqlı təsirinə 

uyğundur.  

 

 

§17. Elektromaqnit sahəsində hərəkət edən elektron üçün Dirak 

tənliyi 

 

Elektromaqnit sahəsində yerləşən Dirak zərrəciyinin 

Hamiltonianını aşağıdakı şəkildə yaza bilərik: 

 

  
2

0
ˆ ˆ ˆˆ e

c p A m c e
c

  
 

     
 

                         (1)  

burada 0( ) ( )A x x  götürülmüşdür. İxtiyari F̂  operatoru üçün 

hərəkət tənliyi belədir: 

    
ˆ ˆ

ˆ ˆ,
dF F i

H F
dt t


  
 

                                  (2) 

 

Onda koordinat operatoru üçün alarıq:  

    
ˆ ˆ ˆ, ,

dx i
H x

dt
 
                                       (3) 

burada ˆ / 0x t   . 

ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆ, , ,H x c p x e A x         
     

 

 2
0

ˆ ˆ ˆ, ,m c x e x   
 

                               (4) 
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  - Kulon potensialıdır.  

ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ , ] 0, [ , ] 0, [ , ] 0x x x     .  

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,A B C A C B A B C        
     

 eyniliyindən istifadə etsək onda 

alarıq: 

  
,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , ,j k j k
j k

p x x p p x x p e                 
 

ˆ ˆ ˆˆ ˆj j k k j j
j

p x e e
i i

        

burada ˆ ˆ,j k jkp x
i
    , ˆˆ ˆ, 0.A x  

 
 

ˆ ˆˆ ˆ
dx i

c c
dt i

       

̂ Dirak zərrəciyinin sürət operatorudur. Kinetik impuls üçün 

hərəkət tənliyini alaq: kinetik impuls operatoru 

ˆ ˆ e
p A

c
    

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

d i i e A

dt t c t

  
          
    

 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, , , .
e

p A
c

         
    

 

 2
0

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , , , ,p c p p e A p m c p e p   


            
       

 

ˆ ,p i    ˆˆ, 0p  
 

 

 ˆ, ,e p ie ie           
  

 

   ˆ,e p ie ie                 
 

 

   ie ie                

 ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , 0j j i j i i j jc p p c p p e p p e                 
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 ,ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,i j i i i j j i i j je A p e p A A p e e A p e                         

ˆ ˆ ˆˆ, , ,
e e

A c p A e A A
c c

            
     

 

2
0

ˆ, ,m c A e A     
  

 

burada ˆ, , 0
i

A A     
  

 və ˆ , 0.A A  
 

 

 
,

ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ, , ,i j i j i i j j
i j

e p A e A p e p A e  
 

               
 

 

,

ˆ ˆ ,i i j j
i j

e p A e        

Beləliklə, yekun olaraq aşağıdakı ifadəni alarıq: 

   
,

ˆ
ˆˆ ˆ, ,i i j i j j

i j

d i e A
ie e A p p A e

dt c t
 

  
             

 

 1
ˆ ˆ ˆ, ,i i j i j j

ij

E

A ie
e A p p A e

c t
 

 
               

 

 ˆ
i j i i i j

e
eE c A A e

c
      

1
ˆe E c rotA

c


 
     

 
 

ˆ
1

ˆ .
d

e E B
dt c


        

 

Bu Lorens qüvvəsidir. Burada aşağıdakı kommutasiyalardan 

istifadə olunmuşdur: 

    
   

ˆ ,i j i j j i i j j i

i j j i j i i j

p A i A A i A A

i A A A A

   

   

             

        
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MƏSƏLƏLƏR 

Məsələ 1. M
̂

 - İmpuls momenti operatorunun DĤ  - Dirak 

Hamilton operatoru ilə kommutasiyasını hesablayın. 

 

Həlli: 

 

MHHMHM DDD
ˆˆˆˆˆ,

ˆ 






  

Burada 
ˆ

M  və DĤ  aşağıdakı kimi təyin olunur: 

lkikl pxM



ˆ

 

2
0

2
0

ˆ mcpcmcpcH jjD  


 

   




 2

0,ˆ,ˆˆ,
ˆ

mcpcpxHMHM jjlkikljiD 


 

 

    2
0,ˆ, mcpxpcpx lkikljjlkikl   

 

ˆ 0ikl j l k j ikl j l kj ijl j lc p x p i c p i c p             

 

burada 
2

0, 0ikl k lx p mc   
 

-dır. 

Beləliklə,  

ljijlD pciHM 







 ˆ,

ˆ
 

 

Məsələ 2. 1ˆ A  operatorunun mövcudluğu daxilində aşağıdakı 

eyniliyi isbat edin. 

          )ˆˆˆ(ˆ)ˆ(ˆ 11 ABAfABfA   . 

 

Həlli: 

 

1ˆˆˆˆ 11   AAAA  
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)ˆ(Bf - funksiyasını Teylor sırasına ayıraq: 




0

)( ˆ)0(
!

1
)ˆ(

n

nn Bf
n

Bf  











 ABAf
n

ABf
n

AABfA
n

nn

n

nn ˆˆˆ)0(
!

1ˆˆ)0(
!

1ˆˆ)ˆ(ˆ

0

1)(

0

)(11  

 

 




 )ˆ(ˆˆ.........ˆˆˆˆˆˆˆ)0(
!

1 11

0

1)( BfABAABAABAf
nn

n
 ` 

   ABAfABAf
n

n

n

n ˆˆˆˆˆˆ)0(
!

1 1

0

1)( 




   

 ABAfABfA ˆˆˆˆ)ˆ(ˆ 11   . 

 

Burada biz 

 nn ABAABAABAABAABA ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 11111     

eyniliyndən istifadə etdik. 

 

Məsələ 3. 


2
s - Spin operatorunun ixtiyari istiqamət üzrə 

proyeksiyasının kvadratını hesablayın. 

 

Həlli: 




2
s , zyx kji  


. 

Burada zyx  ,, -uyğun olaraq Pauli matrisləridir. 

 

1222  zyx  . xyyx   , 

yzzy   , zxxz    
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şərtlərindən istifadə edək. Vektorun ixtiyari a


 vektoru üzrə 

proyeksiyasını tapmaq üçün həmin vektoru a


 vektoruna skalyar 

vurub, onu a


 vektorunun moduluna bölmək lazımdır. 

 

 ))((
4

)(
2

2

2

2

zzyyxxzzyyxx aaaaaa
aa

as





 

 

 yxxyyxzzyyxx aaaaa
a

)([
4

222222

2

2




 

2 2
2

2
( ) ( )

4 4
y z z y y z z x x z x za a a a a

a
               

 

Beləliklə, 

4

)( 2

2

2 



a

as
 

 

Məsələ 4. İmpuls momenti operatorunun kvadratı 
2ˆ

M


 ilə DĤ  

- Dirak Hamilton operatorunun kommutasiyasını hesablayın. 

 

?ˆ,
ˆ 2 







DHM


 

Həlli: 

     jiiijijiiD HMMMHMHMMHM ˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,
ˆ 2 








 

lkikli pxM


ˆ  

2
0ˆˆ mcpcH jjj    

2
0

ˆ ˆ ˆ, ,i j ikl k l j jM H x p c p mc       
   

 

2
0ˆ, ,ikl k l j j ikl k lx p c p x p mc          

 

ˆ 0ikl j l k jc p x p        
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ljijlkjljikl pcipci ˆ    

burada 2
0, 0ikl k lx p mc   

 
-dır. 

 

ˆ ˆ ˆ,i j ijl j lM H i c p   
 

 

 

    






iljijljiiijiD MpciHMMMHMHM ˆˆˆ,ˆˆˆˆ,ˆˆ,
ˆ 2 


0)ˆˆˆˆ(ˆˆ  ljiijliljijlljijli pMMpcipciM    

 

Məsələ 5. Â və B̂  operatorları ermit operatorlardırsa, 
BiA

BiA

ˆˆ

ˆˆ




 

operatorunun unitar operator olduğunu göstərin. Bu operatoru 
Fie
ˆ

 

şəklində göstərin. 

 

Həlli: 

Unitarlıq şərti aşağıdakı kimi təyin olunur: IUU  , burada 

I  - vahid matrisdir. 

 

.
ˆˆ

ˆˆ
,

ˆˆ

ˆˆ

BiA

BiA
U

BiA

BiA
U









   

 

1
ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ












BiA

BiA

BiA

BiA
UU . 

 

Â  və B̂  operatorları komutasiya etməlidir. 
ˆ

ˆ ˆ
2ˆ

2 2
ˆ

2

F
iF F

i i
iF

F
i

e
e e e

e


     
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ˆ

ˆ ˆ
cos sin ˆ ˆ

2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

cos sin
2 2

iF

F F
i

A iB
e

F F A iB
i




  




 

BiA

BiA
U

ˆˆ

ˆˆ




 , 

2

ˆ
ˆ F

сosA  ; 
2

ˆ
sinˆ F

B  . 

 

Məsələ 6. Eyniliyi isbat edin:  

 

       BAiBABA


  ˆˆˆ  

 

A


 və B


 - ixtiyari iki vektorudur. 

 

Həlli: 

Bu eyniliyi isbat etmək üçün iki vektorun skalyar hasilinin üç 

ölçülü fəzadakı koordinatlarda ifadəsindən istifadə edəcəyik: 

 















 )ˆˆˆ)(ˆˆˆ(
ˆˆˆˆ

zzyyxxzzyyxx BBBAAABA 


 yxyxxzxzxyxyxxx BABABABA  ˆˆˆˆˆˆˆ 2  

 zyzyzxzxyzyzyyy BABABABA  ˆˆˆˆˆˆˆ 2  

 xzyxyzzzyyxxzzz BAiBAiBABABABA  ˆˆˆ 2

 zyxzxyyzxyxz BAiBAiBAiBAi   

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )y z x x z z x y y xAB i A B A B i A B A B      

ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) [ ] [ ]x y z z y y y z zi A B A B AB i AB i AB         

    BAiBABAi xx


  ][  

Beləliklə isbat etdik ki,     BAiBABA

















 
ˆˆˆˆ  

 

Məsələ 7. Pauli matrisi üçün aşağıdakı bərabərliyi isbat edin: 
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   cosˆcos z . 

Həlli: 

Bunu isbat etmək üçün xcos -funksiyasını Teylor sırasına 

ayıraq: 

n

n

n

x
n

x 2

0 )!2(

)1(
cos 








 

Onda, 

  














n

k

n
n

z
n

z
n

n

z
nn

2

0

22

0

)(
)!2(

)1(
ˆ)ˆ(

)!2(

)1(
ˆcos   

 cos)(
)!2(

)1( 2

0









n

k

n

n
. 

 

Burada 1ˆ 2 n
z  olduğunu nəzərə almışıq. 

Onda,    cosˆcos z  

 

Məsələ 8. Pauli matrisi üçün aşağıdakı bərabərliyi isbat edin: 

   sinˆˆsin xx   

 

Həlli: 

Bunu isbat etmək üçün xsin -funksiyasını Teylor sırasına 

ayıraq: 

12

0 )!12(

)1(
sin 









 k

k

k

x
k

x . 

Onda, 

  



















k
x

k

k
k

x
k

k

x
kk

2

0

12

0

ˆ
)!12(

)1(
)ˆ(

)!12(

)1(
ˆsin   

 sinˆ)(
)!12(

)1(
ˆ)(ˆ 12

0

12 



 





x

k

k

k

x
k

x
k

. 

burada 1ˆ 2 k
x  olduğunu nəzərə almışıq. Onda,  
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   sinˆˆsin xx 
 

 

Məsələ 9. Əgər A və B operatorları arasında kommutasiya 

münasibəti varsa, ond 
ABBABA eeeee ],[  olduğunu isbat edin. 

Həlli: 
A B A A A B A Ae e e e e e e e    

ˆ ˆ 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ[ , ] , [ , ] .......
2!

A Ae Be B A B A A B     
 

 

Birinci iki hədlə kifayətlənsək, yəni: 

 

],[ BABBee AA   

ABBAABABBA eeeeeee ],[],[  
 

0]],[,[]],[,[  BAABAB  

  ABBAnBABAnBAnBA eeeeeeeeeee ],[11 )()()(  

ABnBABA eeeee 1],[ )(   

,],[ AkBBAkkBA eeeee   

k- ədəddir. Onda, 

nAnB
BAnn

nAnB
BAk

nBA eeeeeeee

n

k 



],)[1(

2

1],[
1)(  

 

Məsələ 10. Əgər A və B operatorları arasında kommutasiya 

münasibəti varsa, onda aşağıdakı eyniliyi isbat edin. 

AB
BA

BA eeee
],[

2

1


 

Həlli: 
BAe  -ni limit formasında hesablayaq. 

,)(lim))(
1

1(lim // nnBnA

n

n

n

BA eeBA
n

e


   

AB
BA

n
nn

nnBnA eeeee 

 ],[
1

)1(
2

1

// 2
)(  
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Onda, 

AB
BA

AB
BA

n
nn

n

BA eeeeeee
],[

2

1],[
1

)1(
2

1

2
lim 





  

 

Məsələ 11. 
2ˆ

J


- tam moment operatorunun kvadratı ilə onun 

xĴ , yĴ  və zĴ  komponentləri arasında kommutasiya münasibətlərini 

hesablayın. 

a) ?]ˆ,
ˆ

[ 2 xJJ


 

 

Həlli: 

 ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆˆˆ[]ˆ,
ˆ

[ 222222
xyxxxzyxx JJJJJJJJJJ



 ]ˆ,ˆˆ[]ˆ,ˆˆ[ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ 222
xzzxyyxxxxxz JJJJJJJJJJJJ  

 zxzxzzyxyxyy JJJJJJJJJJJJ ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ0  

 zyyzyzzy JJiJiJJJiJiJ ˆˆ)ˆ(ˆˆ)ˆ()ˆ(ˆ   

0ˆˆˆˆˆˆˆˆ  zyyzyzzy JJiJJiJJiJJi   

0]ˆ,
ˆ

[ 2 xJJ


 

b) ?]ˆ,
ˆ

[ 2 yJJ


 

Həlli: 

 ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆˆˆ[]ˆ,
ˆ

[ 2222222
yzyyyxyzyxy JJJJJJJJJJJJ


 

 ]ˆ,ˆ[ˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ 22
yzzyyyyxyxyxx JJJJJJJJJJJJJ

0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[  zxxzxzzxzyz JJiJJiJJiJJiJJJ   

0]ˆ,
ˆ

[ 2 yJJ


 

 

c) ?]ˆ,
ˆ

[ 2 zJJ


 

Həlli: 
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 ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆˆˆ[]ˆ,
ˆ

[ 2222222
zzzyzxzzyxz JJJJJJJJJJJJ


 

 

 yzyzyyxzxzxx JJJJJJJJJJJJ ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ  

 

0ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ 22  yxxyxyyxzzzz JJiJJiJJiJJiJJJJ   

2ˆ ˆ[ , ] 0zJ J   

 

Məsələ 12. )ˆ(BF  funksiyası üçün aşağıdakı operator eyniliyi 

isbat edin: )ˆ()ˆ(
ˆˆˆˆ AAAA eBeFeBFe   . 

 

Həlli: 

Əvvəlcə )ˆ(BF  operator funksiyasını Teylor sırasına ayıraq: 

nn

n

BF
n

BF ˆ)0(
!

1
)ˆ( )(

0





 

  AnAAnAAAAAAnA eBeeBeeBeeBeeBe
ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ ˆ........ˆˆˆˆ  

ˆ ˆˆ( )A A ne Be  

Burada 1
ˆˆ
AAee  olduğu nəzərə alınmışdır. 

 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )

0

1ˆ ˆ ˆ( ) (0)( ) ( )
!

A A n A A n A A

n

e F B e F e Be F e Be
n


  



   

Məsələ 13. Əgər F̂  operatoru ermit operatorsa, 
FieU
ˆ


operatorunun unitar operator olduğunu göstətin. 

 

Həlli: 

FieU
ˆ

 ,  FF ˆˆ , FieU
ˆ   

1
ˆˆ
  FiFi eeUU , 1 UU  

 

və ya 
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.........ˆ1
ˆ

 FieU Fi  

.........ˆ1
ˆ

  FieU Fi  

1)ˆˆ(1.........)ˆ1(.........)ˆ1(   FFiFiFiUU  

UUUU   1  

 

Məsələ 14. İsbat edin ki,   );ˆ1(
2

1
ˆˆ 2

z   burada  

  ,2/ˆˆ yx i     2/iˆˆ
yx   . 

Həlli: 

      









22
2

2 ˆˆ
16

1
ˆˆ

4

1
ˆˆ yxyxyx ii   

   
22

)ˆ()ˆ(11
16

1
ˆˆˆˆ zzyxxy iiii   

      
222 ˆ14

16

1
ˆ22

16

1
ˆˆ2

16

1
zzzz   

       zzzzz  ˆ1
2

1
ˆ22

4

1
ˆˆ21

4

1
ˆ1

4

1 22   

 

Beləliklə alırıq ki, 

  )ˆ1(
2

1
ˆˆ 2

z  . 

 

Məsələ 15. İsbat edin ki,   )ˆ1(
2

1
ˆˆ 3

z  .  

Burada 
 ˆ ˆ

ˆ ,
2

x yi 



  

 ˆ ˆ
ˆ

2

x yi 



   

Həlli: 

     









3
3 ˆˆˆˆ

4

1
ˆˆ yxyx ii   
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    )ˆ(11
64

1
ˆˆˆˆˆˆ

64

1 322
zyxxyyx iii   

     
333 ˆ22

64

1
ˆˆ2

64

1
)ˆ( zzzzi   

       3 2 21 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1 1 2

8 8 8
z z z z z              

       
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 2 1 1 1
8 4

z z z z z              

   2 21 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 2

4 4
z z z z z             

   
1 1

ˆ ˆ2 2 1
4 2

z z     ; 

Burada 2ˆ 1z   olduğu nəzərə alınmışdır. 

Beləliklə alırıq ki, 

  )ˆ1(
2

1
ˆˆ 3

z   

 

Məsələ 16.  p̂ˆ


  operatorunun DĤ  - Dirak Hamilton operatoru 

ilə kommutasiyasını hesablayın: ˆ ˆ ˆ, ?Dp H  
 

 

 

Həlli: 
2

0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,D i i j j i i j jp H p c p mc p c p                

 

 

2
0ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0i i i j i jp mc cp p          

 































































i

i

j

j

j

j

i

i
ji ppc

















0

0

0

0

0

0

0

0
ˆˆ  














































0

0

0

0
ˆˆ

ij

ij

ji

ji
ji ppc








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



















0

0
ˆˆ

ijji

ijji
ji ppc




 

0 2 0
ˆ ˆ ˆ ˆ2

02 0

ijk k k
i j ijk i j

kijk k

i
cp p ci p p

i

  


 

   
      

  

 

ˆ ˆ2 ijk i j kic p p  . 

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 2i j i j i j i j i j ijk kcp p cp p cp p i                 

ˆ ˆ2 ijk i j kic p p  , 1 k k    

Deməli, 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2D ijk i j kp H ic p p    
 

 

 

Məsələ 17. 
2ŝ


- spin vektorunun kvadratı operatorunun DĤ  - 

Dirak Hamilton operatoru ilə kommutasiyasını hesablayın.  

 

2ˆ ˆ, ?Ds H  
 

 

Həlli: 




2
ŝ ,     

































2

222
2

2
2

0

0

40

0

0

0

44
ˆ


























s  

2 2 22 2 2

2 2 2

0 3 0 1 03

0 0 3 0 14 4 4

x y z

x y z

  

  

      
              

 

 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 3ˆ
4 4 4

x y zs I          

Beləliklə, 
2

2 3ˆ ˆ ˆ, [ , ] 0
4

D Ds H I H   
 

 

 

Məsələ 18. İsbat edin ki,      ˆˆˆˆ n
.  
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Burada   ,2/ˆˆ yx i      2/iˆˆ
yx   . 

Həlli: 

   yxyx ii  ˆˆ
4

1
)ˆˆ(  

 



 yxxyyx ii  ˆˆˆˆˆˆ

4

1 22
 

     .ˆ1
2

1
ˆˆ2

4

1
)ˆ()ˆ(11

4

1
zzzzz ii    

     









2
2

2 ˆˆ1
4

1
ˆ1

2

1
ˆˆ zzz   

   zz  ˆ1
2

1
ˆ22

4

1
  

        







 zzz  ˆ1ˆ1

8

1
ˆ1

2

1
ˆˆ 2

2
3  

       zzzzz  ˆ1ˆ22
8

1
ˆ1ˆˆ21

8

1 2  

     2ˆˆ21
4

1
ˆ1ˆ1

4

1
zzzz   

   zz  ˆ1
2

1
ˆ22

4

1
 . 

Və beləliklə biz alırıq ki: 

 z ˆ1
2

1
)ˆˆ(   

 z ˆ1
2

1
)ˆˆ( 2   

 z ˆ1
2

1
)ˆˆ( 3   

………………………..……….. 

………………………………… 

     ˆˆˆ1
2

1
)ˆˆ( z
n
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ˆ ˆ ˆ ˆ( )n        - qəbul edək. 

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )( )n n         
             

2 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) (1 )

2
z            

 

Məsələ 19. 









01

10
ˆ x  operatorunun məxsusi funksiyasını və 

məxsusi qiymətini tapın. 

Həlli: 











01

10
ˆ x , 0ˆdet  Ix   


































0

0

10

01
,

10

01
II  

 









































1

1

0

0

10

01
ˆ Ix  

0
1

1
det 
















 

1012   , 1,1 21    

ˆx   , 









2

1




  



























2

1
1

2

1

10

01









, 


























2

1

2

1
1

10

01








 



















2

1

1

2








, 

2

1

1

2
















 





























1

1
1

1

1

2

1









  

Dalğa funksiyasının normallanma şərtini yazaq: 



74 
 

12211     

1 

 dx  

 *
1 1

1
1 1 1

1
dV 

 
  

 
 

 *
1 1

1
1 1 1

1
dV 

 
  

 
 

  111
2

1   

2

1
12 1

2
1   , 










1

1

2

1
  



























2

1

2

1

01

10








 



















2

1

1

2








, 2112 ,    

































1

1
1

1

1

2

1









  

1
2

2
2

1   

  111
2

1   

,
2

1
12 1

2
1   












1

1

2

1
  

Məsələ 20. Pauli matrisi üçün aşağıdakı bərabərliyi isbat edin: 




sinˆcos
ˆ

y
yi

ie 


. 

Həlli: 

 

Bu eyniliyi isbat etmək üçün riyaziyyatdan bizə məlum olan 

Muavr düsturundan istifadə edəcəyik, yəni: 

 sincos iei 
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


 






)!2(

)ˆ(
)1(sinˆˆcos

2

0

ˆ

n
ie

n
y

n

n
yy

yi 



 

 












 )!2(

)(
)1(ˆ)ˆ(

)!12(

)1( 2

0

212

0 nn
i

nn

n

n
y

n
y

n

n


  

 












 )!2(
)1()(ˆˆ

)!12(

)1( 2

0

122

0 nn
i

nn

n

n
y

n
y

n

n


  

 sinˆcos)(ˆ
)!12(

)1( 12

0
y

n
y

n

n

i
n

i 



 





. 

Beləliklə isbat etdik ki,  




sinˆcos
ˆ

y
yi

ie 


 

 

Məsələ 21. Pauli matrisi üçün aşağıdakı bərabərliyi isbat edin. 

 

y
ii

y
i zzz eee   ˆˆ

ˆ2ˆˆ 
 . 

Həlli: 

Bu eyniliyi isbat etmək üçün riyaziyyatdan bizə məlum olan 

Muavr (Eyler) düsturundan istifadə edəcəyik, yəni 

 sincos iei 
 

Bu düsturu 
 zi

e
ˆ

 vuruğuna tətbiq etsək, onda alarıq: 

 




)ˆsinˆ(cosˆˆ ˆˆˆ
 

zzy
zizi

y
zi

ieee

 
  

z
i

zzy
i zz eie ˆcos)sinˆˆ(cosˆ

ˆˆ
 




yzz
i

yz iei z   ˆ)ˆsinˆ(cosˆ)sinˆ
ˆ

 

y
i

y
ii zzz eee   ˆˆ

ˆ2ˆˆ 
  

 

Beləliklə isbat olundu ki, 

y
ii

y
i zzz eee   ˆˆ

ˆ2ˆˆ 
  
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Məsələ 22. iĴ -tam moment operatoru ilə DĤ  - Dirak Hamilton 

operatorunun kommutasiyasını hesablayın: ?]ˆ,ˆ[ Di HJ . 

Həlli: 

Burada iĴ və DĤ  operatorları aşağıdakı kimi verilir: 

iii SMJ ˆˆˆ  , 2
0ˆˆ mcpcH jjD   ; 

     






jijiDiiDi HSHMHSMHJ ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,
̂

 

  







  2

0
2

0 ˆ,
2

ˆ, mcpcmcpcpx jjijjlkikl 


 

    jijjkliklj pcpxpc  ,ˆ
2

ˆˆ


 

 ljijllijljkjljikl pciicppci ˆ2
2

ˆ  


  

 ljiljljijlljijl pcipcipci ˆˆ    

  0ˆ  ljiljijl pci  , burada iljijl   . 

Beləliklə, 

0ˆ,
ˆ








Di HJ


 

olduğunu alırıq.  

 

Məsələ 23. 2ˆ
J


 - tam moment operatorunun kvadratı ilə DĤ  -

Dirak Hamilton operatorunun kommutasiyasını hesablayın.  

?ˆ,
ˆ 2 







DHJ



 
Həlli: 

















 







DDDD HJJJHJHJJHJ ˆ,
ˆˆˆˆ,

ˆˆ,
ˆˆˆ,

ˆ 2


 

iii SMJSMJ ˆˆˆ,
ˆˆˆ




 

2
0ˆˆ mcpcH jjD    
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     






jijiDiiD HSHMHSMHJ ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,
̂

 

  







  2

0
2

0 ˆ,
2

ˆ, mcpcmcpcpx jjijjlkikl 


 

    jijjkliklj pcpxpc  ,ˆ
2

ˆ


 

 ljijllijljkjljikl pciicppci  


 2
2

 

0 jlijl pci   

       Beləliklə, 

00
ˆˆ

0ˆ,
ˆˆˆˆ,

ˆˆ,
ˆ 2 


















 JJHJJJHJHJ DDD


 

0ˆ,
ˆ 2 







DHJ


 

 

Məsələ 24. ŝ


-spin operatorunun DĤ  - Dirak Hamilton 

operatoru ilə kommutasiyasını hesablayın. ?]ˆ,ˆ[ DHs


 

Həlli: 

Spin operatoru və Dirak Hamilton operatoru aşağıdakı kimi 

verilir: 



















0

0

22
ŝ ; 

2 2
0

0 1 0ˆ ˆˆ
0 0 1

DH c p mc c p mc


 


   
      

   
; 

20 0 1 0ˆ ˆˆ[ , ] ,
0 0 0 12

Ds H c p mc
 

 

      
        

      
 

20 0 0 1 0ˆ, ,
0 0 0 0 12 2

c p mc
  

  

          
            

          
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


























































 j

i

i

j

j
j

j

j

i

i
pp

c

















ˆ0

0ˆ

0ˆ

ˆ0

0ˆ

ˆ0

ˆ0

0ˆ

2


 















































i

i

i

imc









ˆ0

0ˆ

10

01

10

01

ˆ0

0ˆ

2

2
 










































 j

ij

ij
j

ji

ji
pp

c

0ˆˆ

ˆˆ0

0ˆˆ

ˆˆ0

2 






 

































i

i

i

imc









ˆ0

0ˆ

ˆ0

0ˆ

2

2
 





















0)ˆˆˆˆ(

)ˆˆˆˆ(0

2 jijji

jijji

p

pc




 

















0ˆ2

ˆ20

2 jkijk

jkijk

pi

pic




 

jkijkj
k

k
ijk pcipci 




  










0ˆ

ˆ0
. 

 

Məsələ 25. â


 və b
̂

 operatorlarının bir-biri ilə və L
̂

 operatoru 

ilə kommutasiya etdiyin bilərək, aşağıdakı eyniliyi isbat edin. Burada 

L
̂

 - hərəkət miqdarı momentidir. 

LbaiLbLa
ˆ

]
ˆˆ[]

ˆˆ
,

ˆˆ[












 





   

Həlli: 

Aşağıdakı kommutasiya şərtini daxil edək: 

0]
ˆ

,
ˆ

[]
ˆ

,ˆ[]
ˆ

,ˆ[  LbLaba


. 

Eynşteynin cəmləmə qaydasından istifadə etsək, alarıq: 








 





  )

ˆˆ)(
ˆˆ

()
ˆˆ

)(
ˆˆ(]

ˆˆ
,

ˆˆ[ LaLbLbLaLbLa


 

 ]ˆ,ˆ[ˆˆ)ˆˆ)(ˆˆ()ˆˆ)(ˆˆ( jijiiijjjjii LLbaLaLbLbLa  
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LbaiLbaiLiba kkkijkji
ˆ

]
ˆˆ[ˆ]

ˆˆ[ˆˆˆ





    

 

Məsələ. 26 Â  və B̂ operatorları üçün Baker-Hausdorf 

eyniliyini isbat edin. 

 ]]ˆ,ˆ[,ˆ[
!2

1
]ˆ,ˆ[ˆˆ ˆˆ

BAABABeBe AA  

Həlli: 

Burada Â  və B̂  ixtiyari operatorlardır. Ümumiyyətlə 

operatorlardan asılı funksiya belə başa düşülür: Əgər ixtiyari 

funksiya 
n

nZCZF )( şəklində yazıla bilərsə, onda 

n
n fCfFF ˆ)ˆ(ˆ   

 

Parametrdən asılı operatora baxaq: 

AA eBef
ˆˆ ˆ)(ˆ    

Aydındır ki,  

AA eBef
ˆˆ ˆ)1(ˆ   

)(ˆ f -funksiyasını 0 ətrafında sıraya ayıraq: 





























0

2

2

0 !2

1

!1

1
)0()(

 


d

fd

d

df
ff  

0
0 !

























n

n

n

n

d

fd

n
 

 

  AAAAAA eABBAeeABeeBeA
d

df ˆˆˆˆˆˆ
)ˆˆˆˆ(ˆˆˆˆ 


 

AA eBAe
ˆˆ

]ˆ,ˆ[    

]ˆ,ˆ[
0

BA
d

df











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

















AAAA eABAeeBAeA
d

fd ˆˆˆˆ

0
2

2
ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ 




 

AA eBAAe
ˆˆ

]]ˆ,ˆ[,ˆ[    

]]ˆ,ˆ[,ˆ[

0
2

2

BAA
d

fd



















 

Beləliklə, 

  ]]ˆ,ˆ[,ˆ[
!2

1
]ˆ,ˆ[ˆˆ)1(

ˆˆ
BAABABeBeF AA  

 

Məsələ. 27 Spin operatorlarının məxsusi qiymətini və məxsusi 

funksiyasını tapın. 

Həlli: 

 Q̂ , )ˆ,ˆ,ˆ(ˆ
zyx SSSQ  , 



2
ˆ s , 










2

1




  

xxxS  ˆ , 

























2

1

2

1

01

10

2 







 

;

2

2

2

1

1

2









































 ;
0

0

2

2

21

12









































 

,

2

2

21

12





















 

Bu bərabərliyin II ifadəsindən 2 -ni tapıb, I də yerinə yazaq: 

12
2







 ; 112
222




 


 

2
,

4
1

4 2
2

2

2 


 


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1) 
2


  

Onda 21    

2) 
2


  

 21    

1
2
x , )(; *

2
*
1

2

1





 








 

xx  

1*
2

*
2

*
1

*
1

2
  x , 1

2
1  , 

2


 , 



















1

1

2

1

1

1




 x  

2


 , 























1

1

2

1

1

1




 x  

 

Məsələ 28. Fərz edək ki, A hər hansı nn  matrisdir. İsbat edin 

ki,  

))((exp())det(exp( ATrA   

Burada Tr –trace, yəni matrisin diaqonal elementlərinin 

cəmidir. 

 

Həlli: 

İxtiyari nn  ölçülü matrisi məlum çevirmələrin köməyi ilə 

diaqonal matris formasına gətirmək olar. Yəni burada nn  ölçülü 

tərs R matrisi və onun üçün TARR 1 şərti ödənilir. Burada T 

üçbucaq və ya diaqonal matrisdir. T matrisinin diaqonal elementləri 

A matrisinin məxsusi qiymətləridir: )( iA  . TARR 1  şərtindən 

1 RTRA alırıq. 
1

1 1 1( ) ( )
exp( ) exp( ) exp( )

! !

n n

n n

RTR T
A RTR R R R T R

n n


        

       



82 
 

T - üçbucaq, yəni diaqonal matris olduğundan, diaqonal 

elementlərinin k tərtibi 
k
i  olar, burada k müsbət ədəddir. Onda 

)exp(T -nin diaqonal elementlərini belə yaza bilərik: )exp( i .  

Onda alarıq: 

 

))(exp()exp())det(exp( 21 TTrT n     

 

Nəzərə alsaq ki,  

)()()( 11 ATrARRTrARRTTr    

və 
1 1det(exp( )) det(Re ( ) ) det(exp( )) det(exp( ))T xp T R RTR A     

 

Beləliklə, alırıq ki: ))((exp())det(exp( ATrA   

Alternativ həll üsulu: 





n

a
a

ATr nn
n

eee

)(
))((

 

Burada, na -A matrisinin məxsusi qiymətidir. Əgər  

nnn aaaA  , onda nana
na

A ee   

TrA

n

a

n
n

A eeae n  det . 

 

Məsələ 29. Fərz edək ki, A 44  tərtibli simmetrik matrisdir. 

Bu matrisin məxsusi qiymətlərinin 0,1,2,3 olduğu və onun məxsusi 

(normallanmış) vektorlarının 
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olduğunu bilərək, A matrisinin aşkar ifadəsini tapın. 

Həlli: 

A simmetrik matris olduğundan elə U ortoqonal matrisi var ki,  

TUAUD   

şərti ödənilir. Burada D-diaqonal matrisdir, yəni 
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Beləliklə A-matrisi üçün  
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
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alarıq. 

 

Məsələ 30. Aşağıdakı iki ket vektorları verilmişdir: 

5 3

2 , 8

9

i

i

i i

 

   
   

    
       

 

Tapmalı: 

a) 
*

 və  . 

b)  -normallaşmışdırmı? Əgər yox, onu normallaşdırın. 

c)  və  -ortoqonaldırmı? 

Həlli: 
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 ; )25( ii ;  
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301425))(()2()2()5)(5(2

5

)25( 
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 iiii
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ii  

Buradan görünür ki,   funksiyası normallanmayıb. Onu 

1

30
-a vursaq normallanmış funksiya alarıq: 
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5
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1
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1













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i
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c)  və  -vektorları ortoqonal deyillər. 

3

( 5 2 ) 8 ( 5 )(3) (2) (8 ) ( )( 9 ) 9

9

i i i i i i i i

i

 

 
 

          
  

. 

Beləliklə, 

9 i     

 

 

Məsələ 31. Dörd ölçülü polyarizasiya operatorunun kvadratının 

mənfi birə bərabər olduğunu göstərin: 

1
 ss . 

Həlli: 

4 - ölçülü polyarizasiya )3,2,1,0( s  vektorunun 

komponentləri 
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p
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


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






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


, 

burada 


 - sükunətdə olan zərrəciyin polyarizasiya vektorudur və  

12 


. 
3
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olar. Burada 
42222 cmpcE 


 münasibətinə əsasən 1c  olduqda 

222 mEp 


 ifadəsindən istifadə olunmuşdur. 

 

Məsələ 32. Kleyn-Fok-Qordon tənliyinin 
r

1
 Skalyar potensialı 

üçün analitik həllini tapın. 

Həlli: 

Dörd ölçülü fəzada Kleyn-Fok-Qordon tənliyi aşağıdakı kimi 

yazılır. 
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(1)  tənliyini açıq şəkildə isə aşağıdakı kimi yaza bilərik: 
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Stasionar Kleyn-Fok-Qordon tənliyində sferik simmetrik 

Kulon potensialı üçün radial və bucaq dəyişənlərinə ayırmaq üçün 

)(0 rVeA   və 0A


 qəbul etməliyik. Onda alarıq: 

 
2 2 4 2 2 2( ) ( ) 0V r m c c r      

  
                     (4) 

(4) tənliyini sferik koordinat sistemində aşağıdakı kimi yaza 

bilərik: 
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2 2 4 2 2 2[ ( ) ] ( )V r m c c r                           (5) 

 

)(r -dalğa funksiyasını dəyişənlərinə ayıraq: 

),()()(  Yrr                                   (6) 

 

Onda alarıq: 
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Burada   dəyişənlərə ayırma sabitidir, ( 1)l l   , 

,2,1,0l  və ,3,2,1,0 m  

Radial Kleyn-Fok-Qordon tənliyini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 
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                           (8) 

Radial funksiya üçün 
r

rR
r

)(
)(   əvəzləməsindən istifadə etsək, (8) 

tənliyi aşağıdakı şəklə düşər: 
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potensiallı və zərrəciyin kütləsinin kvadratı ilə mütənasib olan 

skalyar sahə üçün Kleyn-Fok-Qordon tənliyinin analitik həllini 

tapmaqdır. Bunun üçün kütlə kvadratında belə bir əvəzləmə edək: 

 

)(24242 rUcmcm                                (12) 

 

Qeyd edək ki, kütlə kvadratına potensialın birbaşa daxil 

edilməsi qarışıq həddin yaranmasına səbəb olur, ona görə də biz 

burada onu nəzərə almayacağıq. 

Beləliklə, skalyar potensial üçün radial Kleyn-Fok-Qordon 

tənliyini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 
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Skalyar qarşılıqlı təsir, spini sıfıra bərabər olan zərrəciyin 

yükündən asılı deyil. (13) tənliyini 
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
 vuruğuna bölək və 

aşağıdakı əvəzləməni daxil edək. 

c

mc
rr


2

                                (14) 

Onda: 

0)(
)(

1
)1(

42

2

42

2

22

2














 










rR

cm

rU

cmr

ll

r


           (15) 

 

Burada r  - ölçüsüz kəmiyyətdir. Qarşılıqlı təsiri aşağıdakı 
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Həmçinin (15) tənliyində belə bir əvəzləmə edək: 
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Yeni dəyişən daxil edək: 
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0  və   nöqtələri (19) tənliyinin məxsusi nöqtələridir. 

Əvvəlcə bu tənliyin asimptotik həllərini tapaq.   halında (19) 

tənliyindən alarıq: 
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Dalğa funksiyasının sonluluq şərtindən istifadə edərək, 01 C  

alarıq, onda (20) ifadəsini belə yaza bilərik: 
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Analoji olaraq 0  halında (19) tənliyindən alarıq: 
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Beləliklə (22) tənliyinin həllini aşağıdakı sıra şəklində axtaraq: 
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0  halında tənliyin həlli belədir: 

1)(  lR                        (23) 

 

Beləliklə (15) tənliyinin ümumi həllini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 

 
2/1 )()(   eFNR l                      (24) 

 

Burada )(F  funksiyasını tapmaq üçün (24) ifadəsini (15) 

tənliyində nəzərə alsaq, bu cırlaşmış Kummer tənliyinə gətirər. 
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)(2/1   FeN l  
 

  )()1(2)()1()( 2/2/   FeNlFelNR ll
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  )()1()( 2/2/1   FeNlFeN ll
 

)(
4

1
)()1( 2/12/1   FeNFeNll ll            (25) 

  )()()1(2)( 2/2/2/   FeFelFe  

  )(
4

1
)()1( 2/2/   FeFel  

0)()(
4

1 2/2/     FceFe  

0)())1(()()22()(   FlcFlF            (26) 

 

və ya 

    0)()1(
)(

22
)(

2

2

 








 Flc

d

dF
l

d

Fd
        (27) 

(27) tənliyinin həllini sıra şəklində axtaraq: 








0

)(
k

kr
kAF                                      (28) 

(28) sırasını (27) tənliyində nəzərə alsaq, yekun həlli aşağıdakı kimi 

yaza bilərik: 

),22,1()( 11   lclFF                         (29) 

 

Enerjinin məxsusi qiymətləri aşağıdakı münasibətdən tapılır: 

 

rncl 1                                    (30) 

Burada, 

,2,1,0rn                                    (31) 

 

Baş kvant ədədi belə təyin olunur: 

rnln  1                                       (32) 

 

(32) ifadəsindən enerjinin məxsusi qiyməti aşağıdakı kimi tapılır. 
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Kulon potensialı üçün Şredunger tənliyinin həllinə analoji 

olaraq, burada da   enerjinin məxsusi qiyməti l orbital kvant 

ədədindən asılı deyil. Həmçinin (33) ifadəsindən göründüyü kimi   

enerjinin məxsusui qiyməti zərrəcik və anti zərrəcik üçün 

simmetrikdir. Əlaqə sabitinin kritik qiyməti aşağıdakı ifadədədn 

tapılır: 



n
Zkr

2
                                          (34) 

Zommerfeldin incə quruluş sabiti 
137

1
E –ni (34) düsturunda 

nəzərə alsaq, onda  

07,274

137

1

21
)1( sZkr  
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14,548)2()2(  pZsZ krkr  

 

alarıq. Enerjinin z-ə görə törəməsini krZ  nöqtəsində hesablasaq, 
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Yekun radial funksiya belə təyin olunur: 

 
2/

11
1 ),22,1()(    ellnFNR l

              (36) 

 

Həmçinin )(R -radial funksiyası Laqer çoxhədlisi ilə aşağıdakı kimi 

ifadə olunur: 

 

2/)12(1 )()!12(
)!(

)!1(
)(

1

 







 eLl

ln

ln
NR

ll

ln
         (37) 

(37) ifadəsində N normallanma vuruğunu elə seçməliyik ki, 

)(R  funksiyası vahidə normallansın: 

 

1)(

0

2 


drrr                                     (38) 

Radial sıxlıq belə təyin olunur: 

)()( 22 rRrr    
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(38) inteqralını hesablamaqla normallanma sabitini taparıq: 

 

2/3)2(
)!12(
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)!1(2

)!(
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ln
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
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Məsələ 33. Bircins maqnit sahəsində )( constH 


 hərəkət edən 

zərrəcik üçün stasionar Kleyn-Fok-Qordon tənliyini həll edin.  
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yp̂ və zp̂  operatorları bir-biri ilə və həm də 

2

ˆ 
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

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Kvant harmonik ossilyator tənliyi aşağıdakı şəklə malikdir: 
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(7) tənliyi harmonik ossilyator tipli tənlikdir və ona görə də  
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funksiyasını  

)(
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
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


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səklində seçmək olar. (13)-ifadəsini (12) –də nəzərə alsaq: 
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


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d

m
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
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Beləliklə, alarıq:  
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(17)  tənliyi harmonik ossilyator tipli tənlikdir və ona görə də  
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Məsələ 34. Kulon potensialı sahəsində yerləşən  -mezon 

üçün Kleyn-Fok-Qordon tənliyini həll edin. 

Həlli: 
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Əvvəlcə dörd ölçülü kovariant və kontravariant vektorları daxil 

edək: 


 AgAAAAAAA zyx  },,,{},{ 00
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Dörd ölçülü impuls operatorunu elektromaqnit sahəsini nəzərə 

almaqla yazaq: 

 A
c

e
pp 

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e
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

 

 

Onda dördölçülü halda elektromaqnit sahəsini nəzərə almaqla 

Kleyn-Fok-Qordon tənliyini aşağıdakı kimi yaza bilərik: 
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Kulon potensialını daxil edək. 

r

e
ZrA )(0 , 0( ) ( )eA r V r  

 







 42

0
222 )())(-( cmA

c

e
icrV


  



103 
 

Əgər, 0A   olarsa, onda stasionar Kleyn-Fok-Qordon tənliyini 

aşağıdakı kimi yaza bilərik: 
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(1) tənliyini həll etmək üçün )(r dalğa funksiyasını 

dəyişənlərinə ayıraq: 
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        (2) 

 

Radial funksiyanı aşağıdakı şəkildə yazaq: 
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)(ru  funksiyasından r-ə görə birinci və ikinci tərtib törəmələri 

hesablayaq və bunu (2) tənliyində nəzərə alaq. 
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(8) tənliyi 0 və   olduqda dağılır. Əvvəlcə   

olduqda məxsusi həlli tapaq: 

1)   
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(12) həllində də ikinci hədd dağılır. Dalğa funksiyasının sonlu olması 

şərtindən biz b=0 qəbul edirik. Ona görə də   olduqda məxsusi 

həll aşağıdakı kimi olur: 
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2) İndi isə 0  olduqda məxsusi həllini tapaq. 

Onda (8) tənliyi aşağıdakı kimi olur: 
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həlli isə  aR )( - şəklində axtaraq. 
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Alınmış kvadrat tənliyi  -yə görə həll edək: 
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Onda ümumi həlli aşağıdakı kimi axtara bilərik: 

)()( 2/2/1   feNR                             (15) 

 

(15) funksiyasından  -ya görə birinci və ikinci tərtib törəmələri 

tapıb, (8) tənliyində nəzərə alaq: 
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4 2
e f N e f N             
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( ) ( )

2
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1/2 /2 1/21 1
( ) ( )
2 2

N e f N             

/2 1/2 /2( ) ( )e f N e f          

1/2 /2 1
( ) ( )

2
N e f N          
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( ) ( )

2
e f N e f               

1/2 /2 1/2 /21 1
( ) ( ) ( )
2 2

N e f N e f                 

2 3/2 /2 1/2 /21 1
( ) ( ) ( )

4 2
N e f N e                

1/2 /2 1/2 /21 1
( ) ( ) ( )

4 4
f N e f N e f               

2 3/2 /2 1/2 /21
( ) ( )

4
N e f N e   

   


       

1/2 /21
( ) ( ) 0

4
f N e f        

 

Sadələşdirmə apardıqdan sonra alarıq: 
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1/2 /2 1/21
( ) 2 ( )
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/2 1/2 /2( ) ( ) 0e f N e f  
  



      
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( ) 2( ) ( ) ( )

2
f f f           
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( ) ( ) ( ) 0
2

f f


   


     

0)(2

1

)1
12

(
)(

2

2








 











f

d

df

d

fd
            (16) 

c12 , a 
2

1
 əvəzləmələrini qəbul edək: Onda 

0)()1(
)(

2

2

 



f

a

d

dfc

d

fd
                    (17) 

 

alarıq. (17) tənliyinin həllini sıra şəklində axtaraq. 









n

n
naf )(                                        (18) 

 







n

n
nanf 1)(                                     (19) 

 







n

n
nannf 2)1()(                                (20) 

 

(18), (19) və (20) ifadələrini (17) tənliyində nəzərə alsaq: 

 

0)1()1( 12   





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
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n
n

n

n
n

n

n
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a
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c
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



  
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   





















n

n
n

n

n
n

n

n
n ananсann 122)1(   

01 







n

n
naa                                    (21) 

alarıq. Buradan na  -lər üçün aşağıdakı rekkurent düsturları alınır: 

c

aa
a 0

1   

)1(2

)1(1
2






c

aa
a  

022 1122  aaaсaa  

02323 2233  aaaaсa  

)2(3

)2(2
3






c

aa
a  

__________________________ 

__________________________ 

 

1

11




 

mc

ma

m

a
a m

m                                  (22) 

 

Onda )(f -funksiyasını aşağıdakı sıra şəklində göstərə bilərik. 

 
2 3

0 1 2 3( ) ...f a a a a          

2

0 0

( )1
(1 ...

1 ( ) !

n

n

n n

aa a a
a a

с с с c n


 




 


       


             (23) 

 

(23) sırası ilə təyin olunan funksiyanı hiperhəndəsi funksiya ilə 

əvəz etmək olar. );,(11 caF . 

Göründüyü kimi );,(11 caF  hiperhəndəsi funksiyası 

 -da dağılır. 
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 e
a

c
caF ca






)(

)(
);,(11                         (24) 

 

Kulon sahəsində hərəkət edən  -mezonun enerji spektrini 

hesablamaq üçün  

2/1242
0 )(2

1









cm

Z
n  

 

düsturundan istifadə edək: Onda alarıq: 
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2
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1
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1
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


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
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
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
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Z
cmxdTEnl        (26) 

 

Baş kvant ədədini aşağıdakı kimi təyin etsək: 
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
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




Zlln

Z
cmEnl          (27) 

 

.......,3,2,1n  )1(.......,3,2,1,0  nl  

 

0NaN  - qəbul etsək, onda məxsusi funksiyanı belə yaza 

bilərik. 
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1/2 /2

1 1 ,

1
( ) ( , 2 1; ) ( )

2
R N e F N W 

                   (28) 

 

Burada )(, W -riyazi fizikada m’lum olan Uitteker 

funksiyasıdır. (27) düsturunu Z-in üstlü sırası şəklində göstərsək, 

enerji spektri üçün alarıq: 

 























 ....)
4

3

2

1
(

22
1

4

44

2

22
2

l

a

n

Z

n

Z
cmEnl


           (29) 

 

Məsələ 35. A matrisinin məxsusi qiymətlərini və normal-

lanmış məxsusi vektorlarını tapın. 

 










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





305

032

421

A  

 

Həlli: 

Matrisin məxsusi qiymətləri aşağıdakı xarakteristik tənliyin 

həllindən tapılır, yəni: 

 

0det  IA   

Burada 



















100

010

001

I  

vahid matrisdir. 
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0)7)(3)(3()244)(3( 2    

7,3,3 321    

 

Matrisin məxsusi vektoru isə matris tənliyinin həllindən tapılır, 

yəni: 

11 1A , burada 

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


          

cba

cca

2,0

335
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
 

 

Məxsusi vektor 1-də normallandığından alarıq ki,  

1222  cba ; 15;140 222  ccc  

0,
5

2
,

5

1
 abc  

Onda 3  məxsusi qiymətinə uyğun məxsusi vektor 



















1

2

0

5

1
1 ,  

3 -ə uyğun məxsusi vektoru tapaq: 
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Normallanma şərti: 
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Məsələ 36. Maksvell tənliklərinin Dirak tənliyi formasında 

təsviri. 

Həlli: 

Məqsədimiz Maksvell tənliklərini 

0
1







t

H

c
Erot


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j
ct

E

c
Hrot




 41





                                   (1) 

 

Dirak tənliyi formasında yazmaqdır, yəni: 
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



cxi j

j

j 4
ˆ

1 3

0








                                (2) 

 

Əvvəlcə j̂  matrisini və onun komponentlərinin kommutasiya 

münasibətlərini tapaq və   üçün dalğa tənliyini daxil edək. 
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

















                                   (3) 

 

burada, zyx jjjjjjc  3322110 ,,,  , həmçinin  

zxxyxxxxxctxx  3
3

2
2

1
1

0
0 ,,, . 

 

 -nin komponentləri isə aşağıdakı formadadır: 

 

,,,0 2221110 iEHiEH       

333 iEH                                            (4) 

 -nin bu formada təyinindən alınır ki, 
j̂  matrisinin bəzi 

elementləri həqiqi, bəzi elementləri isə xəyalidir. Onda (2) 

tənliyindən alarıq: 

 


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




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





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



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4
ˆ 3 








                                   (5) 

 
j̂  matrisini 

j
ik̂  ilə yazsaq, onda (5) tənliyini aşkar şəkildə yaza 

bilərik. 
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Bu matrislərin izi, yəni 0)ˆ( jTr   və 3,2,1j  olduğunu 

nəzərə alsaq, bu matrisin komponentləri arasında aşağıdakı 

antikommutasiya münasibətlərini alarıq: 

 
3211221 ˆˆˆ,0ˆˆˆˆ  i  
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Məsələ 37. p̂


  spirallıq operatorunun DĤ  Dirak Hamilton 

operatoru ilə kommutasiyanı hesablayın: ?ˆˆ
, 





 pH D


 

Həlli: 
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2
0ˆˆ cmpcHD   , pp ˆ

ˆ0

0ˆ

2
ˆˆ 
























,  

Burada 



















ˆ0

0ˆ

22
ˆ






S  - spin-vektor operatorunun 4 - ölçülü 

ümumiləşməsidir.  

 





 





 





  ppcpcmpcpH D ˆ

ˆ
,ˆˆˆˆ

,ˆˆˆˆ
, 2

0


               (1) 

 

 -diaqonal matrisidir və ona görədə 0]ˆ,ˆ[    

 




























p

p

p

p

p

p
pppp

ˆˆ0

0ˆˆ

ˆˆ0

0ˆˆ

0ˆˆ

ˆˆ0
)ˆ()ˆˆ()ˆ()ˆˆ(












  

 

 

 

 
0

0ˆˆ

ˆˆ0

0ˆˆ

ˆˆ0

0ˆˆ

ˆˆ0

2

2

2

2









































p

p

p

p

p

p












           (2) 

 

Beləliklə, 

  0ˆ, pHD                                    (3) 

 

  0ˆ,ˆ pp                                     (4) 

 

Spirallıq operatorunu daxil edək: 

p

p
s

p

p
s

ˆ

ˆ
ˆ

ˆ

2
ˆ






                                     (5) 

Fərz edək ki, elektron z oxu istiqamətində hərəkət edir, onda 

elektronun implusu },0,0{ pp 


 olar. Onda (5) ifadəsinə görə: 
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
























1000

0100

0010

0001

22
ˆ


zzs sp                       (6) 

s̂ -operatorunun məxsusi qiyməti 
2


  -yə, məxsusi vektorları 

isə uyğun olaraq 






































11

11 0
,

0
,

0
,

0 uu

uu
                             (7) 

Burada 











0

1
1u  və 










1

0
1u                                (8) 

 

Məsələ 38. Hamilton matrisi 


















010

11

02

i

i

 olan zərrəciyə baxaq. 

a) 





















2

7i

i

  halı H-ın məxsusi halıdırmı?  

Hamilton operatoru ermitdirmi? 

b) Enerjinin a1, a2, a3-məxsusi qiymətlərini və normal-lanmış 

məxsusi vektorunu tapın. 

c) 1a və 1a  vektorlarına uyğun operatorlarının ket və bra 

hasillərindən alınan matrisi tapın. 

11 aaP   operatoru proyeksiya operatorudurmu? ],[ HP -

kommutasiyasını hesablayın. 

Həlli: 

a) H  təsirini hesablayaq. ,H b b const    
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






















































i

i

i

i

i

i

i

H

7

71

27

2

7

010

11

02

  

H-operatoru ermitdir.  

Hi

i

H 


















010

11

02

 

 

      halı H-ın məxsusi halıdır. 

b) Enerjinin məxsusi qiymətləri aşağıdakı xarakteristik tənliyin   

(secular equation) həllindən tapılır. 

 
























 ))((]1))(1)[(2(

10

11

02

0 aiiaaa

a

ai

ia

)31)(31)(1(  aaa  

31,31,1 321  aaa  

 

Əvvəlcə 1a -in məxsusi qiymətinə uyğun məxsusi vektoru 

tapaq. Bunun üçün aşağıdakı matris tənliyi həll etmək lazımdır: 

 

0

0

0

010

11

02



























































zy

zix

iyx

z

y

x

z

y

x

i

i

 

 

izyx  ,1 . Onda a1=1-ə uyğun məxsisi vektor aşağıdakı kimi 

olacaq. 
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

















i

ia

1

1  

Bu məxsisi vektorun normallaşmasını tapaq: 

 

31111 **
11  iiiiaa . 

Onda normallaşmış 1a  vektorunu belə yaza bilərik: 



















i

ia

1

3

1
1  

Eyni qayda ilə  
























1

31

)32(

)32(6

1
2

i

a , 
























1

31

)32(

)32(6

1
3

i

a  

 

c) P operatoru bu şəkildədir. 

 

 














 




















11

11

1

3

1
1

1

3

1
11

i

i

ii

ii

i

iaaP  

P matrisi ermitdir və PP 2  bərabərliyi ödənilir. 















 
















 















 



11

11

1

3

1

11

11

1

11

11

1

9

12

i

i

ii

i

i

ii

i

i

ii

P  

 

Deməli, P operatoru proyeksiya operatorudur. 

11 aaH  , 11 aHa   və 11 aaP   şərtindən istifadə etsək, 

],[ HP  - kommutasiyasını hesablaya bilərik: 
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0],[ 11111111  aaaaaaHHaaHPPHHP  

və ya 


































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
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

 
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3

1
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1

3

1
],[ i

i

i

i

i

i
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HP  
































 



000

000

000

11

11

1

i

i

ii

 

 

Məsələ 39. Cütlük operatorunun proyeksiya operatoru 

olduğunu göstərin. 

Həlli: 

)1(
2

1ˆ
3P ; )1(

2

1ˆ
3P  































00

01

10

01

2

1

10

01

2

1
P̂ , 































10

00

10

01

2

1

10

01

2

1
P̂ , 

11
0

1

00

01

00

01
ˆ  

























P , 0ˆ

2 P , 

0
00

00

00

01

10

00
ˆ

1 
























P , 0ˆ

2 P . 

12121
ˆˆ)(ˆ    PPP , 

22121
ˆˆ)(ˆ    PPP , 

121 )(ˆ  P  və 221 )(ˆ  P  

 

operatorlarının təsiri istənilən spin halında olan halların yalnız birini 

meydana çıxarır. Ona görə də bu operatorlara P̂  - proyeksiya 

operatorları deyilir. 
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Məsələ 40. Feşbaç-Villars təsvirində impulsun bütün məxsusi 

halları üçün Hamiltonianın pf EUHUH 3
1 ˆˆˆˆˆ  

  kimi verildiyini 

isbat edin. 

Həlli: 

Sərbəst zərricklər üçün fĤ -Hamiltonianı aşağıdakı kimi 

verilir: 

2
0
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2
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ˆ
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ˆ

2

ˆ
)ˆˆ(ˆ cm

m

p
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p
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
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Biz burada aşağıdakı çevrilmədən istifadə edirik: 

 
  UU ˆ,ˆ  

 

Burada  -nin müsbət və mənfi həlləri aşağıdakı kimi verilir: 
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
 kimi təyin olunan 

operatordur. Həmçinin 2/122
0

2 )( cmpcEp   və Û - 22 ölçülü 

unitar olmayan matrisdir )ˆ( 1  UU . Belə ki,  

p
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əvəzləmələrini aparsaq, onda: 
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İmpulsun məxsusi halları üçün p̂ -operatoru özünün məxsusi 

qiymətləri ilə əvəz edilə bilər. )3,2,1(ˆˆˆ  jii kijkji   şərtini 

nəzərə alsaq: 
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